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$1 什么 是 “计算 几何 ”? 它 是 从 哪里 产生 的 ? 


在 造船 工业 、 航 空 工业 和 汽车 制造 工业 中 经 常 遇 到 妃 何 外 形 
设计 问题 . 比方 说 , 当 设 计 者 对 于 船体 的 肋骨 线 进行 设计 时 ,他 必须 
APES ef EAST OR FR Bi RE AEA; 当 制 造 汽车 时 ， 
先 做 一 个 手 塑 粘土 模型 ， 然 后 把 模型 的 各 块 曲面 分 成 曲线 网 进行 
设计 , 如 此 等 等 “计算 几何 ”这 个 术语 最 初 是 由 Minsky 和 Papert 
(1969) 作为 模型 识别 的 代用 词 被 提出 来 的 ， 到 了 A.R. Forrest 
(1972) 才 有 了 正式 的 定义 : “对 几何 外 形 信息 的 计算 视 表 示 、 分 村 
和 综合 ”几何 外 形 信 息 是 指 那些 确定 某 些 几何 外 形 如 平面 曲线 
或 空间 曲面 前 型 值 点 或 特征 多 角形 ， 船 体 数 学 放样 中 所 用 的 样 条 
曲线 在 各 端点 的 几 阶 函数 导数 值 就 是 祥 条 曲线 的 信息 . 我们 按照 
这 些 信息 作出 数学 模型 (如 曲线 的 方程 );， 通 过 电子 计算 机 进行 计 
算 , 求 得 足够 多 的 信息 (如 曲线 上 许 许多 多 的 点 ), 就 是 所 请 计算 机 
表示 ， 然 后 对 它们 进行 分 析 和 综合 (如 : 研究 曲线 段 上 会 不 会 出 现 
二 重点 或 尖 点 ， 有 没有 多 余 的 拐点 ， 等 等 )。、 这 个 研究 内 容 形 成 了 
计算 几何 Buk, ei “CAGD” (Computer Aided Geome- 
trical Design) 即 “ 计 算 机 辅助 几何 设计 ”有 密切 关系 . 它 是 一 门 新 
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兴学 科 一 -由 函数 逼近 论 、 微 分 几何 、 代 数 几 何 、 计 算数 学 特别 是 
BEE QNO) 等 形成 的 边缘 学 科 . 


$2 曲线 和 曲面 的 拟 合 和 光 顺 问题 


在 计算 艺 何 中 研究 的 对 象 是 曲线 (主要 是 平面 曲线 ) 和 曲面 . 
一 般 为 了 便于 设计 几何 外 形 , 我 们 通常 把 曲面 分 成 若干 小 块 , 使 块 
与 块 之 间 的 边界 都 十 平面 曲线 而 且 每 块 的 四 周边 界 在 光平 面 上 
形成 一 个 矩形 .这样 , 除了 曲面 块 在 各 条 边界 线 和 各 角落 的 接触 
和 光滑 问题 而 外 ， 我 们 研究 的 对 象 基本 上 集中 到 平面 曲线 的 拟 合 
和 光 顺 问题 . 因此 ， 揪 值 和 逼近 技巧 经 常 被 我 们 利用 到 曲线 和 曲 
面 去 ， 举 个 例子 来 说 : 在 cy 正 交 坐 标 系 下 , 给 定 者 干 个 型 值 点 时 ， 
通过 这 些 点 引 一 条 曲线 ， 使 我 们 从 这 曲线 的 方程 可 以 算出 曲线 上 
型 值 点 以 外 的 点 , 这 就 是 插值 ， 另 一 个 方法 是 , 引 一 条 曲线 , 它 不 
一 定 要 通过 型 值 点 ， 但 是 要 使 它 上 面 对 应 于 各 型 值 点 的 级 标 与 型 
值 点 纵 标 的 差 方 和 变 为 极 小 ， 这 就 是 最 小 二 腾 方 的 晕 近 法 、 当 
然 , 此 外 还 有 其 他 逼近 法 ， 

然而 , 几何 外 形 的 各 种 性 质 却 不 同 于 函数 的 性 质 , 而 且 一 些 常 
FAAS PE AUER A ARETE A. 比方 说 ,外 形 是 与 坐 
标 系 的 选取 无 关 的 东西 ， 就 是 说 ， 无 论 我 们 怎样 选取 坐标 系 的 位 
置 , 几何 外 形 ( 例 如 : 临 线 的 形状 包括 弯曲 、 奇 点 .拐点 等 ) 总 是 不 会 
政变 的 ， 然 而 把 曲线 和 曲面 表示 出 来 的 西数 一 -例如 在 wy 坐标 
XT. Hb yf 这 个 函数 来 表示 , 恰 治 要 奉 涉 到 坐标 系 的 选取 ， 
就 是 说 , 不 周 的 坐标 系 有 不 同 的 函数 表示 . 不 但 如 此 , 即使 在 选 好 
的 坐标 系 下 , 能 不 能 用 计算 机 算出 曲线 上 许 许多 多 点 的 坐标 4 来， 
还 是 一 个 问题 。 这 里 就 产生 了 贴近 拟 合 技巧 ,用 篇 单 的 函数 例如 
cH rn KENAPA SO. 这 样 , 我 们 才能 通过 计算 机 
而 按 需 要 算出 足够 多 的 点 来 ， 然 后, 用 绘图 机 车 出 一 条 曲线 Co 作 
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为 所 要 的 几何 外 形 ， 有时， 给 定 了 一 个 特殊 外 形 ,例如 一 条 圆 弧 . 
在 这 种 场合 ， 我 们 当然 可 以 利用 方便 的 拟 合 技巧 ， 但 是 一 般 地 说 
来 , 我 们 要 求 的 是 -一 种 在 允许 的 范围 内 可 以 接受 的 贴近 拟 合 , 它 既 
保持 着 曲线 或 曲面 的 本 性 而 又 是 光滑 的 或 光 顺 的 . “光滑 ”， 就 曲 
线 说 来 , 是 指 邹 线 方向 的 连续 性 , 或 者 更 精密 地 指 曲 线 曲率 的 连续 
性 . “ 注 顺 ”是 指 曲 线 的 拐点 不 能 太 包 , BRAK, 就 不 顺眼 了 怎 
么 办 ? 我 们 先 就 小 找 度 曲线 的 拟 合 和 光 硕 问题 进行 分 析 和 综合 工 
ft. 
Brig 7 NES BE dit £7 3:38 Pr 8 BS HR RBR AE CB H R 
TI c 轴 的 交角 的 正切 ) 的 绝对 值 小 于 工 的 情况 .此 时 , BR y= 
yc) 在 点 (z, y) ARR 45 RE) Æ H 1/9" @) 来 代替 一 一 这 
PMT RRC, LER, 设计 者 为 了 在 特定 的 两 点 
间 放 样 一 条 光滑 的 明 线 ， 通 常 使 用 细 长 木 条 或 塑料 长 薄 条 ， 称 样 
F, 它 的 作用 相当 于 “万 能 ”曲线 板 。 这 些 洲 条 或 样 条 上 各 处 加 若 
FG MERA, 使 样 条 通过 那些 特定 点 。 如 果 把 设计 者 的 
样 条 看 作 薄 梁 , ASH Bernoulli-Euler 法 则 
MG) = EI(/RG] 


成 立 ， 式 中 MG RSE, 也 是 扬 氏 模 数 , 了 是 几何 惯性 矩 , 而 且 
R(w) 是 弹性 曲线 ( 即 梁 的 变形 轴 形 成 的 曲线 ) 的 曲率 半径 . 在 小 
HEBDE, RNA 
y" (œ) = G/EDM œ), 

PRO A 05 SC NS He REXA, HA 闻 (2) ER 
位 置 之 间 的 变化 是 线性 的 . 因此 , 我 们 在 每 相 邻 两 型 值 之 闪 得 到 
= MMR Cs, 如 果 把 这 样 % 段 Cs 连接 起 来 ， 使 两 相 邻 曲线 在 
连接 处 ( 吗 节 点 ) 的 斜率 和 曲率 各 各 相等 , 那 末 我 们 获得 ” 段 Cs 合 
并 成 的 整 条 曲线 , 就 是 三 次 样 条 曲线 Spline), 这 方法 同上 述 最 
AZ HITE — FE, 是 所 谓 “ 点 点 通过 ”的 方法 ， 


$3 大 挠 度 曲线 的 拟 合 和 光 顺 问题 


前 节 所 述 的 方法 不 适用 于 大 挠 度 旧 线 的 场合 , 比如 ; A 
就 是 一 例 、 这 时 , 如 果 我 们 仍 须 沿用 三 次 样 条 曲线 进行 氢 合 , 那 末 
势必 对 于 每 个 分 段 采用 各 一 个 坐标 系 ， 从 而 必须 把 一 个 坐标 系 变 
换 到 邻接 的 坐标 系 去 , 这 样 做 非常 复杂 费力 ， 在 这 样 的 情况 下 , 我 
们 采用 参数 样 条 曲线 来 代替 前 节 的 所 谓 “ 简 单 " 汶 条 曲线 .举例 来 
说 , 把 曲线 发 的 参数 方程 写成 参数 i 的 二 次 多 项 式 : 


æ= Got aii + z- Got? + a agt*, 


(Ea) 


y= Bot bate be 十 可 bat’, 


式 中 , 我们 不 妨 假定 OStS1, ANAM o 0 3 CA A a 和 
ta K—LF <t) AES CET 


ż— 
ta — ýr 


就 可 达到 用 的 . 

容易 看 出 : 要 确定 各 系数 a, 50-0, 1, 2, 3) ,我 们 仅 须 预先 

ETF 2(0), #0); e(t), A); BUR y ORB. 此 地 硕 

便 指出 , SRR CES) 在 两 端点 的 切线 方向 被 预先 给 定时 , 我 们 在 
HERR 2 (), y CO G=0, D 中 还 允许 有 下 列 的 变换 ， 

a! (0)—>Ax’ (0), 

y' (00 Ày' (0); 

2' (Dus (1), 

y (Duy (0). 

参数 方程 (Zs) 表示 了 一 条 三 次 代数 曲线 , 因为 它 间 直线 az 十 

2 十 c=0 相交 于 三 点 (包括 感 点 )， 它 具有 一 个 奇 点 (二 重点 或 尖 

BO, 就 是 特征 ， 在 拟 合 中 必须 注意 奇 点 会 不 会 在 所 论 的 一 段 曲 线 


(A>0) 
(T) 
(770) 
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LHR, MRAP, 我 们 就 要 适当 采取 变换 (D) 中 的 
BH GO, u), 以 改变 我 们 的 拟 合 , 使 二 重点 或 尖 点 不 在 Ostal 
区 间 里 就 可 以 .这 相当 于 调整 曲线 恬 在 各 端点 的 切线 向 量 长 度 . 
另 一 方面 , 我 们 还 要 检查 这 个 其 线段 有 没有 迭 点 、 为 此 , 首先 
对 (BBs) 中 的 参数 上 的 取 值 不 加 任何 限制 ， 因 而 所 考察 的 不 是 曲 
线段 而 是 整 根 申 线 ， 然 后 再 对 各 种 揪 信 上 曲线 段 进 行 所 点 的 检查 ， 
实际 上 , 曲线 的 扒 点 方程 是 
mt? — 2gi+ 2r — 0, 
'O RR (p, 9, 07) = (da, Ga, as) X (bs, 55, ba). 
显然 , 这 个 方程 对 于 仿 射 变换 是 不 变 的 , 所 以 各 系数 之 比 都 是 
HAREE. E, p, 9 和 + 对 于 参数 # 的 线性 变换 
t= +f (ex 0) 
都 要 改变 ， 从 此 导出 : 在 2 关 0 的 假定 下 @， 
1-(1) "A 
ERA —2 的 相对 不 变量 , 它 的 重要 性 在 于 ， 
1. 7 70H, 曲线 有 两 个 实 拐点 ; 
2. 当 工 =0 时 , 曲线 上 出 现 一 个 尖 点 ; 
3. 4 1<0 时 , 曲线 上 上 出现 一 个 二 重点 . 
在 第 工种 即 工 >0 的 情况 下 ， 整 条 曲线 辐 然 要 有 两 个 实 损 点 ， 
但 是 这 两 拐点 不 一 定 在 所 论 曲 线段 上 上 出现， 这 里 分 为 两 种 场合 . 
首先 假定 曲线 自在 两 端点 的 曲率 是 异 符号 ， 那 末 ， 曲 线 上 不 可 避 
免 地 要 出 现 一 个 拐点 ， 钢 如 船 稻 现 线 的 上 段 就 是 这 样 ， 共 次 ， 假 
定 曲 线段 在 先端 点 的 曲率 是 同 符号 ， 在 多 q, r 满足 某 些 条 件 下 ， 
虹 线 段 就 有 两 个 实 的 点 ,我们 称 之 为 多 余 的 拐点 . 
为 了 实 规 光 顺 的 目的 ， 我 们 必须 找 出 一 种 消除 多 余 拐 点 的 插 
值 法 ， 为 此 , 在 不 改变 曲线 段 在 两 端点 的 切线 方向 的 条 件 下 , 把 各 
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V1 [6] ASS BN A AL fA, 0), E O, u) 平面 第 一 
ARE, RRIAT- RUE IIR BEECGIBIERUECR, BOUT R 
HAO, 1 BEAE RI — PCS CER A MR, BET AP AU DIR, LER 
点 和 二 重点 . 


$4 Bézier 曲线 及 其 拓 广 


S. A. Coons、 往 坂 衡 等 作出 的 曲线 和 上 曲面 的 合成 理论 在 实际 
中 得 到 应 用 , 但 是 要 在 连接 合成 中 把 全 部 连接 条 件 规定 下 来 , 必然 
会 引起 错综复杂 的 情况 . P. Bézier(1968) 因此 设计 出 一 种 方 法 ， 
使 我 们 用 一 个 式 子 表达 全 体 的 同时 , 还 能 容易 进行 外 形 控制 . 

Bézier 曲线 是 用 了 所 谓 特征 多 角形 PoPr Pa 的 折线 {PP ,使 
出 线 在 两 端 同 折 线 两 端 直线 段 相 切 ， 丽 中 间 的 形状 则 蚌 作 为 各 折 
线 间 量 加 权 的 向 量 总 和 的 轨迹 被 天 达成 的 .已 经 明确 ，Bézier Hi 
£& X (s) = kea, yO 是 以 多 角形 顶点 为 样板 点 (Sample point) 
的 Bernstein iB Xi. 

BIX (1 - $ X(7)8, (9, 051, 


其 中 权 函 数 SEP ELSE BE s 是 表示 与 一 个 固定 概率 有 关 的 离散 
二 项 概率 密度 项 数 : 


6.)-(*\ra—or, y—0, 1, +, n, 
多 项 式 BCX (s)] 在 [0, 1) -AKAT X (5. 3x HURHB S JE d 
(4, x(+)) (v —0, 1, +, n). 


Bézier fEiE R E HAE BES B] ERE TESTER, MT ERU 
粘土 模型 或 一 根 手 绘 的 曲线 取 来 的 数据 以 原 尺寸 被 设计 到 放样 机 
E. RE, 设计 者 从 画 上 估计 一 根 通 近 曲 线 的 一 些 参 数 , 而 生 把 曲 
线 用 机 器 绘 下 来 ， 对 于 三 维 室 闪 的 曲线 则 十 在 两 平面 投影 中 逐步 
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MESEK. — +P RRR, A R EE x RSA 
便 可 在 很 少 次 数 重复 中 收 到 成 效 . 

A. R. Forrest, W.J. Gordon # R. F. Riesenfeld (1972, 1974) 
通过 Bézier 多 项 式 互 相 作 用 的 播 值 与 逼近 , 把 Bézier th ££ — Re HL. 
BER FR Hd d (1976) 改进 了 Bézier 曲线 , RAV T ABI, 并 
指出 了 Bézier 曲线 和 B-RÉZRIHIBUOR XR. 在 英国 剑桥 大 学 专门 成 
立 了 一 个 叫 QAD Group 的 研究 小 组 , 搞 这 门 研究 . 


$5 双 三 次 样 条 函数 及 其 在 曲面 光 顺 中 的 应 用 


现今 在 计算 机 辅助 设计 中 广泛 应 用 于 描述 曲面 的 方法 ， 都 是 
一 种 用 四 边 曲 面 片 的 阵列 来 表示 曲面 的 方式 . 3x h jar Hr B PER 
HREH o Bw AREE RUPEE. Wu YEBHBEDY sae 
AE FS FE BR. Hy EA e HE A TT. 各 片 的 形状 是 
用 适当 的 混合 函数 加 以 描述 ， 使 得 曲面 片 具有 边界 并 和 和 相 邻 的 曲 
面 片 一 起 满足 一 定 的 连续 条 件 ，Coons (1964, 1967) 和 Forrest 
(1968) 发 展 了 混合 函数 的 理论 , 而 且 发 现 ; 许多 实际 应 用 的 曲面 仅 
需要 两 个 混合 函数 和 一 个 三 次 基本 向 量 就 足够 表示 . 

将 三 次 样 条 函数 从 一 元 推广 到 二 元 的 第 一 个 真正 成 功 的 工作 
是 由 Carl deBoor 作出 的 (9623)， 这 就 是 所 请 双 三 次 祥 条 函数 , 它 
是 在 矩形 区 域 的 抵 形 网 格 上 被 定义 的 ， 后 来 荆 G. Hayes fi J. 
Halliday (1972) 把 它 用 到 任意 数据 集 的 拟 合 方面 的 工作 中 .对 双 
三 次 样 条 区 数 的 一 些 基本 性 质 , 现在 虽 已 有 了 很 多 的 认识 , 但 是 从 
另 一 个 角度 考察 这 些 函 数 有 关 阁 断 量 的 某 些 性 质 ， 这 对 于 我 们 根 
据 实际 稍 况 提出 曲面 拟 合 和 光 顺 的 一 种 算法 是 有 益 的 . 

利用 双 三 次 样 条 函数 作曲 面 拟 会 , 需要 给 出 边界 条 件 , 而 这 往 
往 是 有 困难 的 . HÈ (1977) 针对 这 种 情况 , 提出 用 光 糯 性 条 件 
代 鞍 边界 条 件 的 一 种 算法 ， 并 县 证 明 解 的 存在 唯一 性 . 他 对 于 上 由 
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面 光 顺 还 提出 一 种 “曲线 检查 .曲面 修改 ”的 方案 , 修改 点 和 修改 量 


可 由 光 硕 条 件 确 定 。 这 种 光春 方案 已 经 在 船体 数学 放样 中 获得 了 
成 功 的 应 用 . 


$6 高 维 仿 射 空间 参数 曲线 的 内 在 仿 射 不 变量 


土 述 $ 3 的 三 次 参数 曲线 有 一 个 重要 的 仿 射 不 变量 I， 用 以 
判别 曲线 有 没有 实 拐点 和 奇 点 .我 们 曾 把 这 个 结果 推广 到 五 次 参 
数 曲 线 去 ( 苏 步 青 , 1977)。 一般 地 用 方程 


g= HE ast, 

$—0 2! 

(E) 2 
y= D 一 一 bt 

{= @! 


表示 平面 % 次 参数 曲线 , 它 是 有 理 整 曲线 ， 从 它 和 一 条 直线 w+ 
A++2 一 0 一 般 有 9” 个 交点 (包括 虚 交 点 ) 的 事实 ， 我 们 便 可 断定， 
这 种 昌 线 一 定 是 ”次 代数 曲 On 其 亏 格 


p= 1. (n-1) (n—2) -d-r 


AO, 其 中 4 和 ?分别 表示 C, 的 二 重点 和 人 尖 点 个 数 ，C 一 般 有 
2(n—2) PHAR OR 93 AREA), 

4 Piy~ dj; ab, Gii, fel, 2, «^, m). 

a= Bf, 由 方程 (Bs) 表示 的 五 次 代数 曲线 Cs 一 般 有 六 个 
拐点 和 六 个 奇 点 ， 这 对 于 曲线 的 光 顺 是 不 利 的 . 要 使 拐点 个 数 尽 
可 能 减少 , 又 要 使 曲 组 不 成 为 简单 五 次 曲线 , 我 们 假定 : 

3570, pas — 0, pas XO, 

在 这 些 条 件 下 , 我 们 找到 了 三 个 (关于 线性 参数 变换 的 权 分 别 
为 —1, -2, 一 和 的 ) 相 对 仿 射 不 变量 a, b, g, 因此 ， 在 a0 的 
BEF, 我 们 得 出 两 个 内 在 的 仿 射 不 变量 5/ (a), 9/0), 按照 
JEO 和 520, UR g70, b>2V g RDL- g 等 八 种 场合 ， 


§ 6] E (5 t ns BARAH TER è 
我 们 算出 了 实 奇 点 的 个 数 . 
这 个 结果 可 以 推广 到 平面 上 满足 个 条 件 
PrO  (n—n—h, n—Àh--1, ++, n—1), 
Pa-i-1, Ô 
(其 中 Ox hzn—3) B9 v CECI ALAS, 从 此 得 出 2n- A74 4€ 05 
a> 3, A>0) Be 2n — 5 ACH n 3 E n8, A1 —O MA RAR. 
在 高 维 仿 射 空间 ， 我 们 获得 更 一 般 的 结果 ( 苏 步 青 、 忻 元 龙 ， 
1980); 
m 维 仿 射 空间 n (27 m2). X R— MA mnm) 一 2 
个 内 在 仿 射 不 变量 , 
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$1 三 次 样 条 函数 


样 条 画 数 锥 理论 和 应 用 基 从 三 次 样 条 函数 开始 发 展 起 来 的 ， 
在 计算 几何 中 , 应 用 得 最 早 、 研 究 得 最 详细 的 也 是 三 次 样 条 函数 
这 是 因为 ，(1) 它 是 次 数 最 低 的 0? 类 样 条 ， 这 里 二 阶 连 续 是 大 多 
数 工程 和 数学 物理 问题 所 需要 的 ， 次 数 低 则 带 来 计算 的 简便 和 稳 
定 ; (2) 它 是 放样 工艺 中 绘制 曲线 用 的 木 样 条 的 数学 模型 的 线性 
近似 , 因此 在 小 挠 度 情 况 下 ,和 木 样 条 画 的 曲线 很 相近 , 符合 传统 
的 光 顺 性 要 求 . 此 外 , 三 次 样 条 函数 在 数学 上 具有 很 独 的 收敛 性 
质 , 使 得 它 在 数值 微分 和 积分 , 以 及 微分 、 积分 方程 的 数值 求解 方 
面 有 着 广泛 的 应 用 . 

今天 ， 计 算 几 何 的 兴起 使 得 样 条 曲线 向 着 几何 化 和 非 线性 方 
向 深入 展开 , FELH ŽERA. REME, 三 次 祥 条 函数 仍 不 
失 为 一 个 基本 的 和 入 门 的 工具 .计算 几何 中 相当 一 部 分 常用 的 曲 
线 , 例如 三 次 参数 样 条 曲线 , — B FEAR IB AS 张力 样 条 曲线 和 几 
何 祥 条 曲线 等 , 都 可 以 看 成 在 三 次 图 条 函数 基础 上 的 某 种 改 型 . 

工程 中 和 数学 上 经 常 提出 这 样 一 种 叫做 播 值 的 数据 处 理 问 
Ri. 在 平面 上 给 定 一 组 离散 的 有 序 点 列 , 要 通 一 条 光滑 曲线 把 这 些 
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点 按 次 序 连结 起 来 ， 长 期 以 来 , BARRA Re A RER 
色 细 木 条 或 有 机 玻璃 条 ， 让 它 依 次 经 过 这 列 点， 并 在 每 一 点 处 用 
“ 压 铁 ” 于 住 ， 最 后 沿 着 这 根 称 为 “ 样 条 ”的 细 木 条 面 出 一 根 光 滑 曲 
线 . 
如 果 把 木 样 条 看 成 弹性 细 梁 ， 上 庄 铁 看 成 作用 在 梁 上 的 集中 载 
fü, AB BE EET PK BH TU JEDE DR ER, 在 力学 上 可 以 模拟 为 求 弹 狂 
细 梁 在 外 加 集中 载 敬 作用 下 的 弯曲 姿 形 节 线 ， 在 建立 平面 直角 华 
标 系 后 , 由 材料 力学 知道 梁 的 变形 曲线 微分 方程 是 
Elk (s) =M (æ), (1.1) 
其 中 EI 代表 细 梁 的 刚度 系数 , 对 于 均 句 木 祥 条 来 说 是 一 个 常数 . 
由 于 梁 在 两 个 压 铁 之 间 再 无 外 力作 用 ， = 是 2 的 线性 函 


3. MER y—y (a) 的 曲率 下 (2) 一 dme (1.1) JE 


性 常 微 分 方程 , 其 解 不 能 用 初等 函数 表示 旦 .在 细 梁 的 弯曲 不 大 ， 
即 [y'| «1, ERRA ORE TF, 可 以 忽略 的 影响 ， 得 到 
(1.1) 的 线性 化 近似 方程 式 EI" — M (2), Bp yO—0, xxt EE 
曲线 yy(w) 为 分 段 三 次 多 项 式 , 且 在 压 铁 处 的 函数 值 (位 移 ) ,一 
阶 导 数 (转角 ) 和 二 阶 导 数 ( 弯 矩 ) 都 是 连续 的 ， 而 三 阶 导数 (前 力 ) 
则 有 间断 .这 些 就 是 三 次 样 条 函数 的 力学 背景 .现在 着 手 从 数学 
ERR ME. 


1.1 插值 三 次 样 条 函数 
定义 1 Wl 5] 上 给 定 一 个 分 割 dams me 
yt <n =, [a, 5] 上 的 一 个 函数 3(%) 称 为 三 次 样 条 函数 ， 如 果 
ERR PARE: 
QD) 在 每 个 小 区 间 Les, 2d @=1, 2, +, 0) As@ 是 三 次 
多 项 式 ; 


D 在 几何 样 条 曲线 这 一 节 , Bt.) AG. 
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(2) 在 整个 区 间 Ca, 5] 上, s@) AHH MRS RH, NE 
Ria (6-1, 2, +, n—1) 处 成 立 

s (m, —0) =s(a,+0), k=0, 1, 2, 
aliso, 1, +, m) RA sm) MWR. 

在 给 定 一 组 有 序数 列 % 人 = 站 1, =, m) Je, HRSG) 再 满 
足 条 件 

(8) slæ) =y  ($—0, 1, +, n), 

MWe se) 为 插值 三 次 样 条 函数. 

我 们 将 利用 节点 处 的 函数 值 和 二 上 阶 导 数 ， 或 者 函数 值 和 一 阶 
导数 来 建立 插值 三 次 样 条 函数 的 表示 式 及 连续 性 方程 ， 并 且 讨 论 
边界 条 件 的 给 定 , 而 最 后 给 出 算法 . 

1” 表 示 式 和 连续 性 方程 

(D) 按照 函数 值 及 二 阶 导数 决定 的 表示 式 和 M 连续 性 方程. 

ig s(x) 在 节点 生 处 的 函数 值 、 一 阶 导数 和 二 阶 导数 为 

s) =H, S (a) =m, s" (2) = M, 
(6-0, 1, ++, m). (1.2) 
在 每 个 小 区 间 Da, e] b; 3@) 的 二 阶 导数 是 线性 的 , 所 以 


8'(z) = Mii x 


其 中 A —au—-aGRAEIBESR&BES KADERA, OE 
E d CAR PE 1.2), 得 到 | 
8 (£) = — Mia ean Een es 


+M (CA (1.3) 


~ At Mew, CELL OR 9 


fa 一 Š 2 
3{%) 一 了 a tum mi. i dcs 


e(t Ee o E a 
(a iR). (1.5) 
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KA.4) Bal 
s' (34 —0) = 4 Matt hi M, sopa " 


(1.6) 


À 
s (+0) = — hau, sa Mui „H E 


ANE US ee D 
成 立 

mMiat2Mi NM (= 2, 0， (1.7) 
其 中 


S. 1 p" 
A= + > = 3 
: ht Raga E DESI 


pu re 


Li EUR 


(61, 2, +», n—1), (1.8) 
FEAL. BOUE S CREAR IU s) 的 MEREK, 式 中 
xx 与 内 表示 相 邻 子 区 间 长 度 之 比 , e di ETA B E n A UT 
二 阶 中 心 差 南 ， 连 续 性 方程 .7) 的 直观 意义 是 ; 播 值 西数 的 二 阶 
导数 在 tica, au tà 三 点 处 的 加 权 平 均值 ( 权 因 于 依次 为 E, s 
如 等 于 被 播 数据 在 处 的 二 阶 中 心 差 商 值 ，(1.7) 在 力学 上 反映 
T UADER", 

(2) SUR ECL — B ICE AHA m P ACH 

由 Hermite HARM, EIC Cra, md E, s@) 及 其 一 、 
二 阶 导 函 数 可 以 写成 


(m — 2) i Sna) m 他 一 iS (zi —2) 


S(2) =mi 


Fri (gz,—2)?[2 ge £i 3) +A] 
4 


yy ect Baa, (1.9) 
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(m = x) Qu atas — 32) 


d 


S (2) = mia 


— Mh 


(x = 243) (2m TAL. 一 8z) 
hi 


+6% T m (m, ~m) (z— m 3). (1.10) 


EN À ++ 2m 8z—a— 221.1 
hg 


s(a) - 2m, , 99—2m— at 
hi 
63 TE (ataa), (1.11) 


它 在 m RDA. ARB 9E 
d mea P6 - ， 


2 
TODE ss 


由 于 在 每 个 内 节点 o 处 二 阶 导数 连续 ，s (2 70) =8" (+0), F 
是 得 到 

Ayr t 2m + pm, a = C, (6-1, 2, -—, n—1), (1.12) 
XB CRI jm RET (1.8), T B. 


=3 9 — Vi Yii Yi : 
(a SBS + py Megat), (1.18) 


46 Ysa Yi 
Rin C 


方程 组 1.12) 称 为 插值 三 次 样 条 落 数 3《%) Hm 连续 性 方程 、 可 
以 验算 ， $0, ERE i wei. (ms Y), Qua. Yr) TERE 


PAE v — c, 处 的 一 阶 导数 值 , m 连续 性 方程 表明 它 等 于 插值 
函数 的 一 阶 导数 在 a, m mua 三 点 处 的 加 权 平 均 ， 权 因 于 依次 


Je, d. 名，(1.19) 在 力学 上 反映 了 “三 转角 关系 ” 
2° 边界 条 件 


连续 性 方程 .7 了) 或 .12), 都 是 w+ 个 未 知 数 的 w 一 1 个 线 
性 代数 方程 式 . 要 唯一 定 解 , 必须 再 附加 两 个 方程 . RERE 
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题 的 物理 要 求 在 区 间 [a, 6) 的 两 端 给 出 约束 条 件 , 称 为 边界 条 件 . 
例如 , Æ r= a 一 端 , 常用 的 有 以 下 元 种 边界 条 件 : 


I 工 给 定 斜率 mo— Yo, 
对 于 OM 连续 性 方程 , 由 (1.4), 相当 于 给 定 关 系 式 
2M + M, — 3 (2-0. us a -y ). l (1.14) 


I 给 定 二 阶 导 数 Mo yo. 
对 于 m 连 续 性 方程 , i (1.10), 相当 于 给 定 关系 式 


2m,--m,28 SÉ Me. — "n. yf. (1.15) 


TR, Myo -O 时 是 简 支 条 件 ， 样 条 曲线 在 z=& 端的 曲率 为 
3E. 如 果 两 端 都 是 这 样 , 称 为 自然 插值 三 次 样 条 印 数 . 
Il 给 定 关系 式 
2Mo + MM; do, (1.16) 
其 中 0<) <1, 如 是 一 个 适当 的 常数 ,这 一 般 用 在 边界 的 一 、 
二 阶 导 数 事先 没有 规定 的 场合 。 为 简单 计 ， 通 常 可 以 取 N=1， 
d,—d,, 相当 于 模仿 手工 放样 , 把 木 样 条 从 边界 的 一 端 各 外 延伸 ， 
在 适当 迹 处 加 一 块 压 铁 压 住 , 使 得 样 条 在 端点 附近 弄 得 较为 光 顺 、 
AR d= 一 2 do=0, 1.16) 就 是 “抛物 端 边界 条 件 ”. 
对 于 m 连续 性 方程 , 相应 的 关系 式 是 
2Mo+ Hot: — Oo, (1.17) 
Ep Oui, OO 是 一 个 适当 的 常数 ， 通 常 也 可 以 取 osi, 
Co 一 Ca. 
显然 , 边界 条 件 工 和 II 都 可 以 统一 在 II 的 (1.16) 和 (1.17) 
形式 中 . 
在 %*=5 端 了 岂 有 相对 应 的 三 种 边界 条 忻 , 可 以 统一 写成 
BM a-r 2M = d, (1.18) 
或 者 
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Anmar - 2m, = Cy, (1.19) 


把 附加 的 两 个 边界 条 件 和 连续 性 方程 合 在 一 起 ， 得 到 完整 的 
连续 性 方程 , 写成 矩阵 形式 


| 2 A | Mo } [ de 
fa 2 M 0 Ma di 
Be 2 ha Ms d; 
i : 
Hn-2 2 ; Reo My» ds o 
0 Haa 2 Aya Ma daa 
L Hs JL M. 114. _ 
(1.20) 
或 者 
2 Ho i mo Co 
At 2 jun 0 Ma C; 
Ag 2 Ho Mz C5 
ie l 2 ‘tas My—2 On-2 
0 An- 2 pna Ty 1 Ci 
Mm 2 Joc. | | On 
(1.21) 


这 两 个 系数 矩阵 除了 主 三 对 角 元 素 外 , 其 余 元 素 都 为 零 . 
以 上 讨论 的 是 非 周 期 边界 条 件 。 在 插值 一 条 用 极 化 标 (y, 0) 
表示 的 封闭 曲线 的 时 候 , 需要 用 到 
IV 周期 边界 条 件 . 
yn = Yo, Mn = Mo Ma~ Mo, (1.22) 
此 时 ,完整 的 连续 性 方程 是 
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2 M B) | Mi [d 
Ha 2 deg 0 Ms da 
us 2 hs Ms da 
Msc 2 Ms Mya d.a 
() Hui 2 Ana || Maa d, 3 
An bn 2 M, E d, zx 
(1.23) 
或 者 
2 m hd m 1190 
à 2 m 0 ma Ca 
dg 2 Hs ma Os 
haa 2 aes My 2 O12 
0 Aate 2 Hai Tos i C, a 
Ha An 2 | Ma Cn 
(1.24) 
Xm M ER na 


3° He 

为 了 求 出 播 值 三 次 样 条 函数 s(z)， 关 键 在 于 求解 完整 连续 性 
Jf (1.20), 1.21), (1.29, 1.24). 在 三 对 角 系 数 矩 阵 中 ， 
| 和 | 十 | =1G=1, 2,…, n), 并 且 O&O, Ho, An, um, EX 
fh RICA RT 2, 对 角 严 格 占 优势 , 因此 这 些 方程 组 的 解 存在 并 
且 唯 一 . 

求解 三 对 角 方 程 组 不 必用 一 般 的 消 元 法 ， 利 用 “追赶 法 SENE 
大 大 节省 计算 时 间 利 存储 量 ， 我 们 以 M 连续 性 方程 (1.20) WH 
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来 说 明 追 赶 法 的 步 又 ， 
引进 递 推 表示 的 中 间 参 量 
wa, 
2 -Hagia (i=0, 4, «=, n) 
di — pata 
A7 Ende? 
其 中 约定 9-1 一 0, v. — 0, 
方程 (1.20) ib SR I A 
M, tp, 
la oe ced ($—5 n—1, n—2, =, 1, 0), 
FARA.2A MAES HA. BP (1.23) 和 01.24) 前 求解 ， 
只 要 稍 作 变 换 , 同样 可 以 化 成 三 对 角 方 程 组 , 而 用 追赶 法 求解 . 
顺便 提 一 下 ， 有 些 文章 关心 插值 三 次 样 条 函数 的 “存在 性 ” 问 
题 . 这 是 因为 在 那里 讨论 更 一 般 的 边界 条 件 ， 例 如 Ad, Ho, Any Hn 
可 以 大 于 2， 这 时 的 三 对 角 矩 阵 在 首 末端 形 失 了 对 角 优 势 ， 不 能 
保证 解 的 存在 唯一 ， 所 谓 “ 存 在 性 ”问题 , 就 是 讨论 在 什么 条 件 之 
下 , 系数 行列 式 不 等 于 零 . 最 近 的 一 个 充分 条 件 是 : 当 


ho<4(1+ ae ) i ca (14 1) 


时 , (1.20) AYR TRAE HLM (RA [4], 1978), 3e (1.20 有 相 
应 的 条 件 ， 就 目前 来 看 , 计算 几何 中 不 至 于 过 到 和 jos BK MH 
的 情况 ， 在 下 面 基 样 条 一 节 中 将 会 看 到 , 实用 上 , 边界 条 件 只 影响 
样 条 在 端点 附近 的 两 .三 段 , 而 对 中 部 的 影响 则 迅速 衰减 ， 从 应 用 
的 角度 来 看 , 关于 边界 条 件 的 讨论 不 必 过 于 讲究 . 

求解 播 值 三 次 样 条 函数 s(z) 的 步骤 , 归纳 如 下 ， 

(D) 根据 具体 问题 的 要 求 , 确定 适当 的 边界 条 件 ; 

(2) 用 “追赶 法 ” 解 方 程 组 (1.20) 或 (1.21)， 求 出 节点 处 的 二 
阶 导数 M 或 一 阶 导数 m (60, 1, m); 

(3》 将 My 或 mx RE s) HARA (1.5) R (1.9), i 
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Meath fa, 5] 区间 上 任 一 点 处 的 函数 值 . 
为 了 计算 方便 , BATE L8) RI 0.9) RR, 


a 
a 
s(x) = [1, (z—24 3), (2—24 1)?, (@—a_1)*) H 
2 
Cs | 
(maese) =l, 2, ee, m, 
其 中 ^ 
= | Vii i-i 
ay Yi y 
= [4 =[B 
az | i ] Mia L h Mis i 
| as + oom OM 
ie oh 0 0 0 
0 0 1 0 
Aju) 22 3 .2 1 1.25 
E jk hi h p hi 3 ( ) 
D A ES 
ho hg hy A 
^ 1 0 0 0 
JE re ee 
^h hh 8 6 
[B] = 0 0 二 0 (1.26) 
1 1 
di UE cd 


以 后 将 会 看 到 , B ETE ALIO d DE — Kaw G0) , 用 于 双 三 
次 样 条 画 数 和 Coons 曲面 片 的 表示 , 会 带 来 很 多 方便 . 

mL, 介绍 一 般 三 次 祥 条 函数 的 几 种 卖 示 式 , 以 及 最 重要 
的 三 条 数学 性 质 . 

对 于 [a, 引 区 间 上 一 个 固定 的 分 割 4. a= ay m <<a, b, 
三 次 样 条 函数 s@) 在 等 个 小 区 间 [nas m] G=, 2,…, n) EX 
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三 次 多 项 式 , 因此 s(w) 的 全 体 构 成 一 个 线性 空间 .按照 定义 工 的 
条 件 CD, s@) 有 血 个 自由 度 ， 而 按照 条 件 (2), 在 w% 一 1 个 内 节 
Fi %s(4=1, 2, =, n—1) Rb, s(%) 要 满足 函数 值 及 其 一 、 二 阶 导 
数 连续 三 个 条 件 , 共计 3071) AR. MATA HEX 
4n —8(n — 1) =n+8, 

因此 , 对 于 给 定 分 割 4: a — roin b 三 次 样 条 函数 s (o) 
的 全 体 构成 % 十 8 维 线性 空间 ， 这 样 就 有 选择 基底 的 问题 ， 对 于 
不 辐 的 基底 有 不 同 的 表示 形式 . 最 重要 的 是 截断 震级 数 、 基 样 条 
(Cardinal spline) #1 B 样 条 〈Basioe spline) 三 种 基底 ， 它 们 各 有 
不 闻 的 用 途 , 下 面 将 逐一 予以 介绍 。 


1.2 REFAN 
本 节 一 开始 , RT SBE APR AZAD, PEAS TD 
RZ ty — jl OY 0. EMH 


察 小 挠 度 木 样 条 , 它 在 每 块 压 铁 处 受到 集中 载荷 设 压 铁 点 的 横 
坐标 是 a, SAP RTA REE 9 IURE) 为 如 GG=1, 2, +, n—1). 
ABA, 整 条 变形 曲线 满足 微分 方程 


dy -号 sa- m). 


积分 四 次 得 到 解 
y= Dart SD aa}, sela, 5). (2) 
式 中 截断 宕 函数 
ES [e 4 zz, 
"^10, Meo, 
SEEEIB, (1, om, 07, a, (2—2)1, «5, (023) 组 成 三 
次 祥 条 函数 的 +S 维 线性 空间 的 基底 ， 
(L.27) 式 称 为 三 次 样 条 函数 的 截断 送 级 数 表 示 ， 它 的 优点 类 
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采用 了 统一 的 解析 式 表示 整个 立 条 函数 ， 给 理论 分 析 带 来 方便 . 
1960 年 前 后 , 早期 的 船体 数学 放样 中 人 们 曾经 用 过 这 种 表示 式 , 但 
是 在 实用 于 计算 时 , 却 出 现 两 个 严重 的 问题 ， 因 此 很 快 被 放弃 了 . 
后 来 则 仅仅 应 用 于 理论 探讨 ， 这 两 个 问题 是 ，(1) 5 e 离开 so 相 
当 远 时 ， 函 数 表 示 式 过.27) 中 出 现 大 数 相 减 , 引起 计算 的 不 稳定 ; 
(2) 甩 于 插值 时 ，(1.27) 的 系数 w 入 要 通过 求解 线性 代数 方程 
组 得 到 , 而 方程 组 的 系数 行 询 式 类 似 于 范 德 蒙 特 行列 式 , 因此 系数 
矩阵 高 度 病 态 , 使 得 计算 结果 失真 . 


1.3 三 次 基 样 条 
从 代数 多 项 式 的 Lagrange fi PARA AC, 对 三 次 样 条 范 
数 的 基底 还 可 以 这 样 选择 : R nat 个 线性 无 关 的 三 次 样 条 函数 
pe) ($5—0, 1, e, 有 w 十 2)， 它 们 分 别 由 下 列 播 值 条 件 所 唯一 确 
定 ; 
Pi (E) = By (4, j=0, 1, =, n), 
pi (zo) =p (ty =0 (G0, 1, +, a) 
Parit) =O (j-0, 1, =, n), 
Pası (20) =1, 
Parra (En) =O; 


Prr (t9) =O, 
Quota) = 1, 
这 祥 , 第 I 型 边界 条 件 的 插值 问题 的 解 可 以 表 示 成 


[ee =0 (3-0, 1, uo n), 


3(2) = Siu) Fea E) eese). (1.28) 

对 了 第 开 型 边界 问题 ， 只 要 对 基 函 数 pue G2 M prale) 改 
造 一 下 , 将 一 阶 导 孝 条件 改 成 相应 的 二 阶 导数 , 就 一 样 适用 . 

QL.28) 称 为 三 次 样 条 函数 的 基 样 条 表示 。 在 给 定 了 插值 条 件 
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后 , 这 是 一 种 显 格式 咕 示 , 不 象 1.1 1.2, APH 1.4 LAE 
式 那样 需要 通过 求解 线性 代数 方程 组 来 确定 三 次 寿 条 函数 的 系 
数 . 后 一 种 方式 叫 隐 格式 表示 . 

复旦 大 学 和 江南 造船 厂 在 船体 数学 放样 的 线 型 光 顺 程序 中 ， 
使 用 三 次 基 样 条 , 取得 了 良好 的 效果 ， 

基 样 条 在 研究 微分 方程 和 积分 方程 的 数值 解 时 有 着 许多 应 
H. 

为 了 看 看 基 样 条 函数 大 致 有 什么 特征 ， 我 们 考察 一 根 无 跟 长 
的 等 距 节 点 样 条 ， 当 然 , 无 限 长 样 条 实际 上 并 不 存在 , 但 是 它 可 以 
作为 节点 相当 多 而 且 分 布 比较 均匀 情况 的 一 个 近似 . 

设 pla) 是 定义 在 (一 0, +00) 上 以 所 有 整数 点 作为 节点 的 
三 次 样 条 , 满足 插值 条 件 

PCP =o, (j=0, £1, EA, 
并 且 gq'(z) 在 例 数 轴 七 有 界 ， 从 .1 的 播 值 计算 公式 可 以 求 得 
(34--2)22 —8(A-4-1)23?--1, O0<e<1, 
BM [O.--1) @- 5)* A+ ("^ - (6-353, 
j<a<j+1 (j-71,2,-), 

g(-2, “<0, 
式 中 和 = /3 一 2= 一 0.268. 

注意 到 —1<A<0, 可 以 看 出 盐 样 条 函数 pa) RT MAE 
外 ， 还 有 这 样 一 些 特点 ，(1) 相 邻 两 段 的 函数 值 异 号 ; (2) 每 段 内 
仅 有 一 个 极 值 点 ， 第 3-1 RARER j BAR (3) 在 节点 
处 的 一 阶 导数 满足 mri 一 Ny (j=l, 2,…) 总 的 说 来 , p(w) 
是 一 个 逐渐 窒 碱 的 波动 北 数 ， 每 向 远 处 移动 一 节 就 衰减 入 倍 ， 我 
们 称 A HERAT, 它 在 祥 条 函数 中 是 一 个 相当 重要 的 常数 ， 

关于 基 男 数 wsrt(o)， 可 以 在 正 半数 轴 [0, +00) 上 用 类 似 的 
方法 讨论 , BA p) 同样 的 一 些 特征 ，pw42(w) EN pui (2) 38 
WAAR. p) 和 guia) 的 图 形 如 图 工 和 2 Bra, 


p) 一 
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可 以 作 这 样 一 个 试验 ， 在 这 些 插值 点 加 上 压 铁 ， 用 木 样 条 去 
禁 ， 画 出 来 的 曲线 正 是 图 1 和 2 
的 样子 ， 这 表明 , 在 小 挠 度 情况 ， 
三 次 样 条 函数 对 于 木 样 条 模拟 得 
相当 令 人 满意 . 

经 过 更 细致 的 分 析 讨 论 后 ， 
还 可 以 证 明 ， 有 限 长 不 等 距 节 点 
的 基 样 条 函数 也 是 逐渐 衰减 的 波 图 2 
HER, 由 此 可 知 , 如 果 仅 仅 改 动 三 次 插值 祥 条 在 菜 一 节点 处 
HERM y, 其 它 各 处 不 变 , 则 它 对 相隔 了 段 后 的 影响 将 以 对 的 
速度 迅速 衰减 、 边 界 条件 的 变动 对 中 间 眉 带 来 的 影响 也 是 这 样 . 

这 样 的 性 质 使 得 误差 的 传播 迅速 衰减 ， 并 给 计算 带 来 了 稳定 
性 . 这 正 是 高 次 代数 多 项 式 播 值 的 欠缺 之 处 ， 在 那里 , 如 果 对 某 一 
节点 处 的 函数 佳作 微小 修改 , 说 不 定 会 在 远 处 产生 恶劣 的 影响 . 这 
个 毛病 来 源 于 代数 多 项 式 的 解析 性 ， 样 条 却 通过 函数 光滑 性 的 降 
AK, 换 米 了 误差 传播 的 衰减 性 质 


1.4 B # 条 


1946 4E, RA E HU Br A A. T. J. Sohoenberg 发 表 他 关于 样 
条 函数 的 第 - -篇 论文 时 ， 用 的 就 是 等 距 节点 召 样 条 形式 ， 之 后 ， 
又 把 怠 样 条 推广 到 非 等 距 节 点 和 重 节 点 的 一 般 情形 ， 当 初 ，B 样 
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条 作为 平滑 统计 数据 的 一 种 新 方法 而 被 提出 来 ， 自 然 地 想到 从 
Fourier 变换 的 角度 来 定义 ， 发 展 到 现在 , B 祥 条 已 有 多 达 五 、 六 
种 等 价 的 定义 形式 ,应 用 于 越 来 越 多 的 数学 和 工程 领域 ， 它 的 数 
学 根基 是 相当 深刻 的 . 

与 前 面 几 节 不 向 ， 本 节 不 限于 讨论 三 次 的 情况 ， 为 了 手 述 的 
HR, RRM A DE ROEGUE X. BAR, WAR 
e FEA Meh EYE HAS ADRES L 

ok EWU CUM, APR ORAET, WH 
数 f (2) 的 作用 是 

af (2) -f(2+5)--F(2-5), 
Af = A4? f). 
EM SA kK BRR HO 
Myla) =p aah, (1.99) 


FAURE T ELVERH E vk B RES OE RN MIT EE 
OA 1)04,.(2+#F4 5), (1.80) 


(1) fea k-1 BSR, APPR. 24k HATH 
Bj, BATE ©=0, +1, +2, vs 4 kA, EE A Heo 
8 5 


pt ES Pd 
Tg to y E 


(2 局 部 性 ”My (xz) ~0, 4 2é(—44 kl Hay 


(3) 正 性 M,(2)>0, x 4 ze(— fo ee 
(4) 对 称 性  M,(—2) = My, (a); 
(5 归 范 性 [Modemi 

E BAA +1 ht BREM. 


81) =A SR 25 
(60 RH BM@-O=1, 工 是 整数 全 体 . 


前 通 讨论 的 三 次 样 条 函数 的 定义 , 可 以 推广 成 开 次 祥 条 函数 : 
当 给 定 一 个 分 割 后 , 它 在 相 邻 两 个 节点 之 间 是 次 多 项 式 , 而 且 在 
整个 定义 域 上 奖 数 上 一 1 阶 连续 可 导 . 

用 八代 表 定 义 在 全 数 轴 ( 一 0, 十 oo) 上 的 上 次 样 条 函数 全 


体 所 组 成 的 线性 空间 , 它们 的 分 着 这 样 给 定 ， 当天 为 奇数 时 ， 节 点 


HUE 2-0, £1, 32, 当天 为 偶数 时 ,节点 取 在 z= tF, 3, 


5 
Bik 

H UEB, {M æi) EI 组 成 线性 空间 D 的 基底 ， 即 对 
任意 s(x) ED, 存在 唯一 的 一 组 数列 0;($E 卫 ,使 得 

s(x) = 2) CMs @— 9), 
这 就 是 Basic (基底 ) 名 称 的 由 来 . 
BRA MBBS NS 函数 出 发 来 定义 ， 只 要 注意 到 
gie J “8 (Odi 以 及 x= EC 


BET c=4 =Í ^. 
zs 


由 于 中 心 差分 和 积分 算 子 可 以 交换 , TEH (1.29) 写成 

M, (2) - O* 8), 
形式 上 更 加 简洁 ， 算 子 C 中 积分 运算 | SUERDEADGD HU 
滑 , 中 心 差分 4 的 作用 类 似 求 导 , 即 积 分 的 逆 运 算 ， 把 两 者 结合 起 
来 , BAS E) 经 过 算 子 0 作用 以 后 , 应 该 比 了 (2) 更 光滑 , IHG, 
在 函数 逼近 论 中 ，Oy URAT S HERAK AM. EKE A 


形象 地 称 C HBAS. 
六 次 吾 样 条 函数 的 性 质 (8) 和 (0) 意味 着 Mi (xe) 可 以 作为 概 
率 分 布 密度 函数 ， 又 称 为 Polyé MRAR. Schoenberg 本 人 对 此 


Di FERS, 


+ 
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性 质 (3) 和 (6) 说 明 M, @-—i) G€ D) ARIF. 

性 质 (2) 和 (3) 表明 B8 样 条 函数 具有 有 限 支 集 ， 在 支 集 内 , B 
样 条 由 +1 段 的 上 次 多 项 式 连接 而 成 ,达到 OUC 连续， 函数 图 
形象 一 个 光滑 的 山 丘 , 所 以 也 有 人 称 ME) 为 出 项 函数 . 

吾 祥 条 函数 的 存 限 支 集 人 狂 质 相当 重要 ， 它 保证 了 召 祥 条 曲线 
( 见 第 四 章 ) 具 有 良好 的 局 部 性 质 ， 在 配备 了 人 机 交互 作用 系统 的 
外 形 设计 工作 中 , 它 有 着 重要 的 意义 . 

B 样 条 函数 作为 基底 用 于 有 限 元 方法 时 ， 由 于 这 个 有 限 支 集 
性 质 , 使 得 刚度 矩阵 的 带宽 变 窗 , 是 一 个 有 效 的 计算 工具 ， 作 为 对 
E, 她 果 把 .3 节 的 基 样 条 作为 基底 使 用 , 刚度 矩阵 将 是 满 的 ， 这 
样 就 带 来 了 求解 的 复杂 性 . 

这 里 , AB Re ER US] HA (1.30) 写 出 天 取 0 到 8 次 的 分 
段 表 示 式 、 它 们 的 图 形 如 园 3 Pr. BED) BR Om HK Hb 
条 性 质 , 从 图 形 上 可 以 直观 地 看 出 来 . 


| 0 (»33. 
Mo) + z (2-5), 
1 (o<e<), 
| My(—2) (z«0), 
0 (7221), 
Mi {a) -| 1-a@ O<e<t), 
Mi(—2) (<0), 
| 0 (m3), 
molt o de 
| =z +4 (o<e<), 


M2(--a) (<0), 


Mek md ee 


eee 
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| 0 

~ apo dud 
Mæ) = 1 2 
a — ah 


2 


Ma(—9) 


À Mota) 


(22-2), 
(ixc«29), 
Oxa<t), 
(20), 


Ax) 
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当 节 点 分 布 不 均匀 时 , 情况 有 些 不 同 。 由 于 计算 几何 中 常用 
的 旦 样 条 曲线 仅 限于 在 参数 轴 上 取 等 距 节 点 的 分 割 , 我 们 就 不 介 
绍 非 等 距 节点 B ERRAT. 

当 定 义 域 是 有 限 区 间 ， 比 方 说 [0, n], ”是 其 正 整 数 时 , B FE 
条 函数 同样 具有 基底 的 性 质 . 我 们 以 三 次 BRA ARTE. 

用 ds 表示 定义 在 区 间 [0, n] 上、 以 z=0, 1, 2, «e, n WHR 
的 三 次 样 条 阔 数 全 体 组 成 的 线性 空间 ， 它 的 维 数 是 % 十 8， 则 这 样 
nn 十 3 个 线性 独立 的 B 祥 条 函数 {Ms (~i); i= —1, 0, 1, 2, +, 
nti) 构成 Ds 的 基底 (图 少 ， 这 就 是 说 ,对 于 任意 8(%) CO, F 
在 唯一 的 数组 O:(%= —1, 0, 1, 2, …， ww 十 1), 使 得 


so = S OM-i), sE, n], (1.3D) 


My(z) 


Maíz 1) Ms(z- 2) My(z—n--1) Mlz —n) 


My(x-n-1) 
& 


Mtl) 


E 4 


现在 , 应 用 这 表示 法 到 插值 问题 ， BR nt] 4358 EA BEC 
{E s@) =y (6—0, 1, +, %%) 和 两 个 适当 的 边界 条 件 , 来 求 系数 Cr。 


我 们 注意 


Ma:( 士 为 一 0， M(t) =, M,0) =, 


TE (QL.81) 中 取 e=0, 1, +, n, EBB n+l 个 方程 
Ot 4C, Ou. 6y (=0, 1, ++, n), 
HIME AT+WARAA RB, 就 组 成 完整 的 %-+3 阶 线性 代数 方程 组 ， 
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它 的 系数 拭 阵 除了 两 端 外 是 三 对 角 的 , 由 此 求 得 Ot。 这 相当 于 
1.1 节 中 求解 等 距 节 点 情况 的 连续 性 方程 (1.7) 或 (1.125, 可见， 
如 果 选 取 召 样 条 函数 作为 基底 用 于 样 条 揪 值 ， 回 样 要 解 一 个 三 对 
角 方 程 , 而 实际 上 它们 是 等 价 的 . 

AX, B 样 条 画 数 的 长 处 在 于 : 把 它 作 为 函数 逼近 的 工具 时 ， 
RAS Aw (Variation Diminishing) 性 质 , BD Br 18 X B8 2c AY 
V.D. 逼近 .这 种 有 还 近 方 案 具 有 这 样 的 特点 : (0 Hoy UR 
性 函数 ; (2) 有 逼近 函数 与 任何 直线 交点 的 个 数 , 不 趋 过 该 直线 同 被 
逼近 函数 的 交点 的 个 数 ， 这 意味 着 , 逼近 函数 总 比 被 还 近 函 数 “ 光 
W. 比如, BE RA, 它 与 直线 的 交点 个 数 最 多 是 2 于 是 
通 近 函数 与 该 直线 的 交点 个 数 不 会 超过 2, 也 是 凸 的 。 这 就 说 明 ， 
V. D. 逼近 具备 保 凸 性 质 ， 由 于 计算 几何 中 的 吾 样 条 此 线 继承 了 
BRAHAM AEM V. D. 性 ， 它 在 几何 外 形 设计 中 起 到 强 有 
力 的 作用 . 


1.5 [KRAMER 
本 节 将 介绍 插值 三 次 样 条 函数 最 重要 的 几 项 性 质 ， 就 是 极 小 
BUE JR, 景 佳 怕 近 性 质 和 很 强 的 收敛 性 质 ， 即 不 但 西数 本 身 收 和 人， 
它 的 某 儿 阶 半 数 也 收敛 的 性 质 ， 这 表明 , 插值 三 次 祥 条 通 数 有 着 
相当 良好 的 数学 特性 以 这 些 性 质 作 为 基础 ， 人 们 成 功 地 把 三 次 
LITT EMIT ILES 
定理 1 极 小 模 性 质 
i f (2) EO Ia, 6) 是 任 一 被 插画 数 , (2) 是 自然 插值 三 次 
祥 条 函数 , 则 成 立 
MOTO (1.82) 


式 中 等 号 仅 当 f) eso) 时 成 立 ， 
证 明 我 们 考察 积分 
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. f Cf" (a) —s" (2) ]* de 
- [Lor eode - |! n @ Tae 
-2[ prre) a G1" Go de, (1.89) 
由 插值 条 件 以 及 连续 两 次 的 分 部 积分 ,上 式 最 后 一 项 积分 是 
[une -ro coe S Ure -2"@) 18" @ae 


=S{tf e «owe |^ - cre - 30^ 
+[" tfe 7c) cas] 


- LG) -8 (2) 1s" G) : =0, 


RA (..83), np 3,01.32) ARARE. 

A 0.33) 35:8. DU f (2) s" Ge) Inh, (0.32) 式 的 等 号 才 会 
R. KMF) 一 s(%) 是 线性 函数 如果 注意 到 f(x) ise) 在 
nn 十 1 个 节点 处 取 等 值 , f (9) (2) 有 n--122 个 零点 ， 它 必 恒 等 
CT. WR, 

从 证 明 的 过 程 中 看 出 , 如 果 把 s@) 的 自然 边界 条 件 改 成 工 型 
边界 条 件 , BI s(2) 5j f£ (2) 有 相同 的 边界 斜率 ， 那 末 极 小 模 狂 质 辣 
ERL. 

(1.32) 中 的 函数 二 阶 导 数 平方 的 积分 , 在 小 挠 度 时 近似 等 于 
曲率 平方 积分 ， 即 单位 刚度 弹性 梁 的 能 量 ， 所 以 极 小 宰 人 性 质 又 称 
为 曲率 极 小 性 质 , 在 力学 上 就 是 能 量 极 小 原理 ; 在 一 批 点 上 压 住 若 
干 块 压 铁 的 木 样 条 , 平衡 在 能 说 极 小 的 位 置 上 ， 极 小 模 性 质 涯 明 ， 
这 个 位 置 就 是 自然 播 值 三 次 样 条 函数 . 正 是 因为 这 样 , 小 找 度 三 
次 样 条 函数 的 光 顺 性 和 计算 的 稳定 性 得 到 了 保证 ， 

定理 2 BERGER 

3t f (2) €O*la, b] EBB, sr (2) 是 带 有 斜率 边界 
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A HEBES RR, (n) ES s0) 有 相同 分 割 的 任 一 三 
次 祥 条 函数 , 则 有 
f tr) =s! eae fU — ds, (1.84) 
证 明 ”如 前 我 们 考察 积分 
[Ue so Hae (Unico -s @) +55 @) —8"@) Ida 


eJ, Uf st @ de | [sf @ — @ Hae 


| EAP CF" @) sf @ IIs) @ s a) lar, 


沿用 定理 1 中 的 方法 , 可 以 证 明 上 式 中 最 后 一 项 积分 等 于 零 , 从 而 
(1.34) 式 成 立 ， 证 毕 . 

EHUB, 当 给 定 O? 连续 的 通 数 fo) 时 ,在 所 有 上 
HAAS) AS = WER PK stz) 中 ， 以 插值 三 次 样 条 函数 sr GO) 
在 均 方 差 意 义 下 对 了 (w) BURR. PER, 在 插值 与 最 佳 壳 
近 这 两 个 一 般 是 不 同 的 松 念 之 间 建 立 了 一 种 联系 . 

定理 8 《误差 估计 ) 

BARZ f(e) CO*(a, b] 及 fa, 51 上 的 一 个 分 割 4, 设 (o) 
BRT f(x) 的 带 有 工 型 或 开 型 边界 条 件 的 插值 三 次 样 条 函数 ， 
则 有 误差 估计 l 

I (f—s)|.-<0,|fO AA (Cr =0,1, 2, 3), 


__5 -i Ww. n" B+ 8" 
其 中 $e , 


xr. 
h- max h, B= 是 分 割 比 , HARK Ce 和 01 是 最 优 


min n 


的 估计 . 
这 个 定理 是 0. A. Hall 和 W. W. Meyer 在 1976 年 得 出 的 结 


果 , 证 明 较 长 , 我 们 不 再 引述 ， 这 个 定理 表明 了 , 1 A0 时 , 插值 
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三 次 样 条 函数 so) 连同 它 的 一 、 二 、 三 阶 导数 一 起 , 一 致 收敛 到 
f@) 及 其 相应 的 导数 . 但 三 阶 导 数 的 收敛 性 则 还 于 求 分 割 比 及 关 
FAM 4 古 一 致 有 办 这 个 条 件 . 这 种 很 强 的 疏 敏 性 质 是 样 条 函数 
非常 重要 的 特性 ， 


§2 二 次 样 条 函数 


在 计算 几何 中 ， 三 次 样 条 函数 及 其 各 种 变型 占有 特殊 重要 的 
地 位 ， 三 次 以 上 的 样 条 , 由 于 光 顺 性 差 ( 捐 点 太 多 , FRPR f fi 
差 太 大 ) 和 计算 复杂 等 原因 , POR, RFE RMA, 一 次 
样 条 函数 是 由 连接 相 邻 两 个 型 值 点 的 弦 线 组 成 的 多 边 形 ， 光 滑 性 
38, 也 很 少 使 用 . 

二 次 样 条 函数 由 分 段 的 正 抛 物 线 组 成 ， 在 连接 处 达到 切线 连 
续 , 适用 于 光滑 性 要 求 较 低 的 课题 。 它 的 优点 是 能 够 碱 少 曲 线 的 
波动 ， 并 且 可 以 直接 同 配 备 有 正 抛物 线 插 补 功能 的 绘图 宙 或 数控 
机 床 配套 使 用 . 

播 值 二 次 样 条 函数 的 提 法 及 数学 处 理 ， 与 插值 三 次 样 条 函数 
的 场合 十 分 相 象 ， 不 同 之 处 只 在 于 ; 连接 点 恰好 选 在 相 邻 两 个 已 
知 插值 点 的 中 点 土 ， 关 于 这 一 点 , 我 们 在 1.4 节 讨 论 偶 次 召 样 条 
时 已 经 看 到 了 .、 把 插值 点 和 连接 点 交错 分 布 起 来 的 想法 , ZEE 
KEBK BERRAR. 

EX RRA Fw, b] 上 给 定 一 个 分 市 4 amne 
Sy a t b 和 一 组 有 序数 列 % 人 = 二 2, …, n), [a, D E — 
个 函数 s(z) 称 为 播 值 二 次 样 条 范 臻 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 ， 

(D 在 每 个 小 区 闻 (a, 1, 2,11 内 , s(w) 是 二 次 多 项 式 , 其 中 
z a= TREE RRR Gel, 2, es n); 

(2) 在 整个 区 间 [a, b] 上 , s(w) 是 一 阶 连续 可 导 画 数 ， 即 在 
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A Co, Gn, 2, … n) 处 成 立 
s(@, ,—0) s (z, 1 +0), k=O, 1; (2.1) 
(8) s(m)-w ($-1,2, e, n), 


311 FIA H AL BY BR CR a Ce) RE — Br Be ma (2, 
二 阶 导数 Mims" (2) G1, 2, «5, v) 来 建立 搬 值 二 次 样 条 画 数 


的 表示 式 及 连续 性 方程 . 


ub------ 


5 
在 相 邻 两 个 半 节 点 之 间 的 第 4 段 二 次 多项式 函数 可 以 唯一 表 
示 成 
s(x) eem ai) +5 Miaa)’ 
($— 0, i n), zE EZET 4,1], (2.2) 
这 里 记 NI n Tal =a, 
(CETTE 
3 (a) = 2+ Mi(x—2). (2.8) 
于 是 , 连续 性 条 件 (2.1) 可 以 写成 


. í l 
i 一 3 mihi + 1 Mi = +4 Mya t gMh, 


í 1 ; 
mz Mi= mata Mish ($—1, 2, ++, n), 


AIP m a 7 0a, 
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从 中 解 得 
eim Somat 


G=1, 2, +, m), (2.4) 


—A(yi— Ve Bou drm; 
M- w na) y UT 1 


比较 两 式 , 得 到 mm 连 续 性 方程 
Ama a Bn 十 pias = C, ($—1, 2, UU, n--1), (2.5) 


hui Ju 
Ml. tK e 
这 里 QUE UNS E E hit insa 


a RW 7 Mi 
CE gc DM TEX ) 


类 似 地 , 我 们 有 M 连续 性 方程 
UiMLG-SM,TAXIM d (4—1, 2, ste, n—1), (2.6) 
i 8 gui i Yi — yii 
式 中 i vus ey (Hi aa aS 


仿照 三 次 样 条 函数 的 处 理 , 添上 相应 的 三 型 边界 条 件 , 我 们 就 
构成 完整 的 连续 性 方程 ,而 且 同 样 使 用 追赶 法 求解 . 由 于 方程 组 
系数 矩阵 对 角 严 格 占 优 , 解 是 唯一 存在 的 . 

二 次 样 条 函数 和 三 次 样 条 函数 有 着 许多 相似 的 地 方 ， 

O 有 同样 的 三 型 边界 条 件 ; 

(2) 连续 性 方程 的 系数 矩阵 也 是 兰 对 角 ， 只 是 主 对 角 元 数值 
增加 为 3, 右 端 项 扩大 4/3 倍 ， 在 下 一 节 将 会 看 到 , 主 对 角 元 数值 
增加 , 带 来 了 对 样 条 的 保 册 性 质 的 改善 ; 

(8) 等 距 分 割 时 , 插值 数据 误差 忧 播 以 ERE, 这 里 

A= —8--24/2 c —0.172, 

RAW EF, $845 — UCHEAR ERICH P EOSON (1-4 t t 
点 处 , 同 插值 节点 错开 ? 这 是 不 是 自 找 麻烦 ? 

假如 我 们 取 内 节点 (i 二 1，2,，…, 2-1) 作为 连接 点 ， 那 末 
二 次 祥 条 函数 的 每 段 便 可 表示 成 


$2] TKS BA 85 
S(z) =at bile a) 1-0 (o—2 1) (Et), TE [zi a, 2i] 

($—1, 2, ++, »), (2.7) 

这 里 播 值 条 件 是 
sæ) 一 久生 一 0， 1, ++, n), 
在 附加 间 侧 边界 条 件 s (00) = vs 后 ， 样 条 函数 就 被 唯一 确定 下 来 . 
事实 上 ，(2.7) 的 系数 
d = Yi 
ter 2.8 

e Yi 下 二 《 ) 
注意 在 每 个 内 节点 x 处 一 阶 导数 必须 连续 ，s'(%i 一 0) —s' (21-0) 
(£—1, 2, …，% 一 二 ,而 县 要 有 边界 条 件 2 (09) — vo, 我 们 便 得 到 递 
推 关 系 式 


hi 1 Ysa Ut Yr Via 
Cu — — 3t — 
oe Lm M hisa his 1 hy ) 
(4—1, 2, tU 1 —1), (2.8) 
ai -gi 
0 = ia 


A G.8) (2.9, RET (2.7) KARR ass bu a. 

这 种 连接 方案 的 边界 条 件 只 有 -… 个 8 (e) =y Wi ELA (2.9) 
看 到 , EBM, 初 点 边界 导数 yo ORE dy 将 等 幅 传 播 到 最 后 
E. PAS Maa vi 的 误差 传播 也 是 如 此 . 这 样 -- 来 , 样 条 
函数 误差 衰减 传播 这 个 优点 给 丢掉 了 , 这 自然 是 我 们 所 不 希望 的 ， 

举 一 个 数值 例子 ， 在 区 间 [0, 5) 上 给 定 节点 和 = 和 相应 的 
反 值 数据 和 一 04 一 0 1, ---, D), 

先 出 前 一 种 方法 构造 二 次 桩 条 函数 ， 取 边界 条 件 yom 1, y= 
-1i 这 样 得 到 的 二 次 样 条 函数 从 边界 向 中 央 迅 速 侣 减 (如 图 6 实 
线 所 示 )， 再 用 后 一 种 方法 构造 , 取 左 端 一 个 边界 条 件 为 名 = 性 从 
(2.8) fil 2.9) f£ 4 a,—5,—0, C, (—1)! G=1, 2,…, DD, 3 
—$& 58 c HM DARA C P] 6 虚线 所 示 )， 
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经 过 这 里 的 分 杭 , 也 有 助 于 看 出 , 为 什么 播 值 三 次 样 条 函数 的 
两 个 边界 条 件 分 取 在 区 间 的 两 端 . 如 果 集 中 于 一 端 , HOA vo Fl yo, 
这 相当 于 已 知 mo 和 mi, Jom Ye ETE BB .12) 可 以 递 推 地 解 出 


Tuam (04— Mis 2mm) (é=1, 2, s+, a—1), 


岂 不 省 力 ? 不 过 , 这 样 一 米 , BARRE SLT EM. 


$3 张力 样 条 函数 和 保 凸 性 质 


在 数学 放样 和 平面 数 据 拟 合 问题 中 , 当 小 挠 度假 定 适用 时 , f 
值 三 次 样 条 画 数 是 最 常用 的 有 效 工具 ， 但是， 如果 给 定 的 型 值 点 
不 够 光 硕 ， 会 出 现 图 7 的 现象 : 型 值 点 是 占 的 ( 即 连接 丰 邻 型 值 点 
的 蓄 构成 凸 多 边 形 ), 搬 值 三 次 样 条 上 却 有 和 多余 的 拐点 ， 以致 型 什 
点 的 西 狂 得 不 到 保持 ， 这 个 例子 拿 到 样 台 上 用 木 样 条 攀 , 情况 也 
是 相同 、 可 见 现 在 的 毛病 不 在 数学 模 迎 上 , 木 样 条 固有 的 脾气 就 
HEX ION 

我 们 希望 有 一 种 保 凸 的 插值 方法 ， 以 消除 可 能 出 现 的 多 余 拐 
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点 。 普 先 从 改造 木 样 条 着 手 , 在 它 上 而 附加 一 些 东 西 , 然后 导出 数 
学 模型 , 由 此 构造 一 种 叫做 张力 样 条 函数 的 保 凸 插值 祥 条 . 

这 个 想法 最 嘻 在 1966 年 由 Sehweikert 所 提出 。 之 后 , 经 过 
许多 作者 的 努力 (Spith [2]1969, [8]1971; Cline, 1974, Nielson, 
1974, Pruess, 1976, Coons[8], 1977), 形成 一 套 系统 的 方法 ， 并 
且 直 到 今天 还 在 发 展 之 中 《deBoor[6], 1980)， 这 方面 的 问题 不 
但 和 几何 外 形 设 计 有 关 , 也 园 函 数 有 逼近 论 中 的 保单 调 、 保 凸 、 保 形 
播 值 问题 有 着 密切 的 联系 (Passow & Roulier, 1977) , 


图 ? ms 


S.1 力学 模型 和 连续 性 方程 


在 普通 的 木 样 条 上 沿 着 轴线 控 一 条 隧道 ， 穿 进 一 根 橡皮 馆 然 
BOR, 让 木 样 条 带 有 办 向 张力 。 贿 紧 的 程度 用 张力 参数 标示 . 
称 这 种 经 过 改造 的 木 桩 条 为 张力 样 条 , 它 的 负载 平衡 方程 式 是 ( 见 
8) 


ds? 
aN =p*dd, 
式 中 pt HAE BIRD, EI 是 木 样 条 的 刚度 , 称 o= -Er 为 
张力 参数 ， 注 意 到 曲率 一 ,上述 平衡 方程 式 可 以 写成 


dh 
ds? TP 


EREKTI s HK RC 


p Pb ie dN, 


2k =0, (3.1) 
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k — Co ch ps +01 8h ps, (8.2) 
Co, Ci 是 两 个 积分 常数 . 
选 定 直角 坐标 系 后 ， 如 同 三 次 样 条 函数 一 样 ， 在 小 挠 度假 定 
T.H SE Ey", Wk sm, 负载 平衡 方程 (3.1) 近似 成 为 
LY _ 3 一 0， (3.8) 


它 的 解 是 双 曲 函数 和 线性 西数 的 迄 加 .，(3.3) EARRA AZ 
间 的 一 段 画 数 记 满足 的 微分 方程 、 一 般 地 , 各 投 的 张力 参数 pi; 不 
UHR. EBDA Ca, 6] E, BR y) Eca, 6]. FH, 我 
NALS T») Xem (a, 01 上 的 插值 张力 样 条 函数 . 
HRE le, 5] 上 给 定 一 个 分 宰 A, ammo em ac 
t=) RAS AES wG-0, 1，…, n), E 
hy=a— m4, T4 =T" (2), Si—8h oft, C; oh pea, 


方程 
p -=ø T =0, Ele m] G=1, 2, =, n) 
的 插值 解 为 
T Ya sh pi (ts a) +T sh pi — 24-4) ] 


me To jece (s Tea, 


GE me E ($—1, 2, "tt n). (3.4) 
A T (2) €C?[a, 5], 我 们 导 得 连续 性 方程 ， 
eT at (di-- diu) T + GaP =F, 


(@=1, 2, =, n—1), (8.5) 
d i. f t (p0 1l 
式 中 4 sr " d x( Si he ? 
Fy Bes Ye gei 
: fura ho^ 


利用 初等 微 积分 ; 还 容易 证 明 系 数 a 和 个 具有 下 列 性 质 : 
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6, d 0, lim neat, lin lim d, =, 
(3.6) 
E ER lim 0 i=l, 2, … n), 
边界 条 件 主 要 有 两 型 
I 给 定 端点 团 向 : 全 (a) =y (a), T' (b) =y'(), 
IL 给 定 端点 弯曲 ， P) =y" (a), T" (b) =y" (b), 
其 中 工 型 边界 条 件 具体 写成 
dT tT I y (a), 
(3.7) 
push y (by — e. 


(8.5) #108.) RSE, ROB PEU, E — 
A. MRR Al d; PE JE BS TEIL (3.6) 可 以 看 出 , 方程 的 系数 
sd deg" ia bo [I^ FABER, ER 


=0, M a=, d=, 这 时 (3.5) 就 是 普通 插值 三 次 样 条 函数 
Ay M wera 


3.2 Ott & 


首先 将 | PUMA TREE EC.) MC.7 RAR 
BL, TORT FS G=0, 1, *- 2), (3.8) 
这 里 和 以 后 都 规定 , 几 足 标 出 现 一 1 或 ww 十 1 的 元 都 等 于 零 , 式 中 


hl R êr F= FJ 
ac gau PT dus C Ed 
a 2, =, n—1), 
T , y= 34 — 2 
to 二 r3 > B, = 07 x y ' (a), 


F, 


F,=y' (b) - 9 E , Fo= zs Fu. 
n 
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把 人 (3.8) 写 成 矩阵 形式 

(+A) P=F, (8.9) 
R Tsk (nt 1) x (nt) ee, Tom F REEE T. 和 
F,G=0, 1, ae %) 组 成 的 mn 十 1 EXE ES, 而 矩阵 
0 [^7] hi 


A-| A 9 « 20 


"B. 0 
矩阵 4 的 非 负 性 是 因为 a, B,»0, (9.9) RB 
T = (I— A 3 -A F], (8.10) 


其 中 (I— 45 3- > A*>0, 


矩阵 级 数 的 收敛 性 是 由 0<o, P< 记 保 证 的 . 


张力 样 条 函数 保 吓 性 问题 的 提 法 是 : 车 给 定 的 型 值 点 为 同 , 则 
WHE MWK ASK 6 —1, 2, «s, 由， 使 张力 样 条 函数 为 凸 ， 
JQ.4) FEB) P@) 在 (era, zr] 中 的 二 阶 导数 


T'(g)- M UT sho; (24 — 2) + Tiho: —24.1) ]. 


注意 到 54>0, HY wE [zc 5, mlh, sh p (2 — 2) fI sh p (e—a) 
都 非 负 ， 因 此 保 凸 性 条 件 可 以 表示 成 为 ， 当 给 定 由 元 (i=0,1， 
-, n) 组 成 的 4% 二 1 维 列 向 量 了 >0 时 ， 能 够 适当 选择 张力 参数 
pG=1, 2, -…, n), 使 得 T 了 >>0、， 于 是 ， 从 (8.10) 得 到 保 是 的 一 个 
充分 条 件 ; 


(I— A) F>0, 
B 


F> iath buu  ($—0,1,--, 2). (8.11) 
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SH, RESKAS KW BAW, E o0 61, 
92, …, n) REE POR ARSE ER AGRAR 8.11). RE EE BI 
所 有 FOBSBTm 


lim œ = lim B;—0 


和 一 cn prom 


得 到 保证 的 .一 个 实用 的 选择 保 凸 张力 参数 的 方法 就 是 运用 和 迭代 
WERD. BU, 我们 可 以 选择 初 值 wm 一 0 (i 一 1,，2, …, n), BH 
不 等 式 组 (3.11) 是 否 成 立 ， 若 在 第 名 式 不 满足 , 则 以 适当 的 步 长 
增加 pr 和 oci 的 值 , EE ID ERRA AE. 

当 取 所 有 的 p=0 G=1, 2,…, n) 时 ， 就 是 一 般 的 插值 三 次 
样 条 函数 ， 此 时 


a=, d, lume: -15 &a-l Hiri; 


2 
PRS TEE RR (3 11) 变 成 
OF > Fiat tBu  ($—0,1,-e,-), (8.12) 
式 中 记 Stl, 


用 记号 F= 
CREDITI 
Fr-lGaFLoewFn) 6-0, 1, =, n), (8.13) 


这 就 是 插值 三 次 样 条 函数 保 凸 的 一 个 充分 条 件 ， 我 们 在 数学 放样 
和 几何 外 形 设计 中 可 以 取 它 为 光 顺 型 值 点 的 一 个 准则 ， 如 果 希 望 
曲线 上 没有 拐点 , 那 就 必须 在 适当 调整 坐标 系 的 取向 之 后 , 分 两 步 
来 做 : (0) BIC, 修改 型 值 点 ,使 得 所 有 FI>0, (2) HEM, F 
修改 型 值 点 , 使 得 (3.12) RE, AB, 后 一 步 操作 不 会 破坏 第 
一 步 的 结果 。 这 套数 学 放 桩 的 曲线 光 顺 方法 , 我 们 在 沪 东 造 船 广 
做 过 试验 性 考核, AREN, 它 直 一 个 简单 而 有 效 的 判别 准则 ， 在 
大 挠 度 情况 下 ， 取 代 型 值 点 的 二 阶 差 商 Fi 的 是 型 值 点 的 圆 率 E, 
这 个 儿 何 量 ， 这 些 将 在 第 六 章 $ 7 NA, 


a 表示 插值 数据 % HNA, W 
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关于 插值 三 次 样 条 函数 的 保 凹 性 充分 条 件 (3.13), MEHR 
(1979) 的 文章 ， 刘 频 元 《四 ，1979) 则 把 它 推广 到 张力 祥 条 以 及 
大 挠 度 的 场合 . 
对 于 插值 一 次 样 条 函数 ， 只 要 注意 到 它 的 连续 性 方程 的 系数 
EE JEN ffi; 2059-3. 3， 就 可 看 出 保 凸 的 一 个 充分 条 竹 : 


FoelquFLotMFh) (i=0, L e,n). (84) 


当 节 点 等 距 分 布 时 ， oe 这 时 , M (3.13) f (3.14) 还 
可 看 出 , 对 于 捅 值 三 次 和 播 值 二 次 样 条 函数 ,只 要 它们 租 邻 下 的 
比值 分 别 不 超过 2 和 3, 就 一 定 是 保 凸 的 ， 由 此 可 见 ,二 次 的 保 凸 
性 比 三 次 的 要 好 , 然而 光 顺 性 和 连续 性 则 稍 差 . 

上 面 关 于 保 凸 性 条 件 的 讨论 , 是 家 接 从 型 值 点 数据 出 发 的 , 所 
得 到 的 盾 信 三 次 和 捅 值 二 次 样 条 函数 保 凸 的 充分 条 件 (3.18) 和 
(3.14), RAZR AT. 

在 有 些 问 题 中 , 对 样 条 通 数 在 节点 处 的 一 阶 导数 值 ma 的 估计 
比较 容易 , 希望 从 m 出 发 来 判断 禄 条 函数 的 凸 性 , 我 们 称 它 为 后 
验 估计 ， 这 自然 比 上 面 的 问题 要 容易 得 多 . 

我 们 现在 取出 样 条 的 一 段 ， 并 使 用 $1 的 记号 ， 设 函数 和 其 
一 ,二 阶 导数 在 相 邻 两 个 节点 ze 和 wi 处 的 数值 分 别 为 yo, Mo, Mo 


Myn Ms, Mi, FER hn as BASE DyN, ty 


值 三 次 样 条 函数 在 相 邻 两 个 节点 处 的 一 、 二 阶 导数 和 差 商 满足 下 
NARA: 


Mo= — 3 (2m +m — 3Dy) , 


2 
Mi= (not 2mi -8Dy), 


曲线 段 上 无 拐点 的 充 要 条 件 是 Ho,ai>0， 即 
[2 (ms — Dy) — (Dy — m) J [ (mo — Dy) ~ 2 (Dy —m4)1 <0, 
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或 等 价 地 


A mo— Dy 22 3.15 
2 Dm ^ (3.15) 


这 就 是 插值 三 次 样 条 函数 保 凸 的 充 要 条 件 . 
由 (2. 包 式 得 知 ， 播 值 二 次 样 条 函数 在 相 邻 两 个 节点 处 的 一 、 
二 阶 导数 和 函数 的 差 商 满足 下 列 关系 式 : 


Mo= [4Dy— 8m m], 


—1 
Mi= h {4Dy— mo — 8m:]., 


样 条 上 的 拐点 只 可 能 出 现在 半 节 点 处 ， 因 此 样 条 曲线 上 无 拐点 的 
充 要 条 件 是 MoMi>0,， 或 等 价 地 是 


工 My — Dy 
s DS. (8.16) 


这 就 是 播 值 二 次 社 条 落 数 保 凸 的 充 要 条 件 . 
比较 (3.15) 和 (2.16) PAK, 也 能 看 出 插值 二 次 样 条 前 数 的 保 
凸 性 优 于 播 值 三 次 样 条 函数 ， 


第 三 章 ”三 次 参数 样 条 曲线 


$1 背景 和 发 展 


我 们 在 上 一 章 着 重 介绍 了 三 次 样 条 函数 ， 并 且 论 述 了 它 的 力 
学 背景 就 是 小 挠 虚 的 木 祥 条 .理论 分 析 和 实际 应 用 都 表明 , 在 小 
拨 度 情况 下 用 三 次 样 条 区 数 插值 的 曲线 ， 和 用 木 样 条 直接 前 出 来 
的 曲线 非常 相近 .效果 是 令 人 满意 的 . 

然而 ， 实 际 问题 中 经 常 遇 到 大 挠 谭 曲 线 ， 即 [a | RO E. 
从 上 一 章 的 分 析 知 道 ， 这 时 y" 与 曲率 有 相当 大 的 偏差 , KER 
的 数学 模型 就 不 能 是 三 次 样 条 函数 . 话 虽 然 这 么 讲 ， 实 用 时 究竟 
会 不 会 出 问题 昵 ? 确实 是 有 问题 . 让 我 们 看 一 个 实例 ， 

某 海轮 一 条 肋骨 线 型 值 为 : 


9.959 | 10,166 


0.099 0.28 


给 定 工 型 边界 条 件 

iy =0.01087, m,=100, 
A. bE— 3 M ESTE] TRCL 7 YR (1.14) , RUOSRARHIHS 
Hy, AAO oR 49 08 29 [LIII — BT RETE ELE LBS] HS 
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k(4=0, 1, tU T). HORT. 


MHR BRA Hh i BAP ERT A, BERRA, 曲线 上 共有 6 个 
Pino 根本 不 能 用 . 但 是 , 如 果园 定型 值 点 位 置 和 边界 切线 方向 不 
AE, RR EA Mb R {0; o, 颖 绕 原 点 0 Mint er hess 40^ 成 (0; 
z, 路, 在 新 坐标 系 中 求 得 所 有 的 |y | 1, 各 型 值 点 的 二 阶 导 数 和 
ft RON. 


很 明显 , 后 者 曲率 变化 非常 均匀 , 曲线 是 光 闫 的 (图 1). 

从 这 个 例子 看 出 ， 频 用 于 
计算 几何 中 的 样 条 函数 存在 两 
个 问题 . 

(D EKREWRE, = 
次 样 条 函数 的 光源 性 可 能 变 
坏 , 甚至 不 能 使 用 . 图 1 

(2) 在 给 定 了 型 值 点 的 位 置 和 边界 切 向 后 ， 用 三 次 样 条 栈 数 
表示 的 插值 曲线 , 依 束 于 坐标 系 的 选 笃 ,这样 就 页 乏 几 何不 变性 ， 
和 曲线 的 几何 特征 相 脱 节 . 

第 一 个 问题 或 许 还 本 以 补 琢 .这 个 鲍 子 实际 上 给 出 一 个 弥补 
的 办 法 ; 适当 旋转 坐标 系 , 化 大 找 度 为 小 找 度 ， 但 是 , 这 仅仅 适用 
于 一 部 分 曲线 .对 于 球 租 熏 轮 廓 那 种 曲线 , 因为 出 现 了 闪 回 ,无 论 
怎么 旋转 也 找 不 到 使 出线 成 为 小 挠 度 的 坐标 系 ， 至 于 象 封 闭 曲 线 
这 类 多 值 函 数 , 在 直角 坐标 条 里 的 函数 表示 都 很 麻烦 , SEC ER 
度 的 大 小 了 . 

第 二 个 问题 是 根本 性 的 .计算 几何 中 研究 的 对 象 是 几何 图 
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形 ， 起 初 的 想法 是 , 只 要 建立 起 坐标 系 , BBR RB. wee 
TELE- RAW SA, 可 被 运用 .在 这 个 领域 里 , 样 条 函数 起 
了 重要 前 作用 .， 随 着 几何 外 形 设计 问题 的 深入 展开 ， 需 要 对 图 形 
的 几何 特征 三 更 多 的 了 解 , HG RA, 曲面 的 凸 性 等 
等 ， 用 样 条 函数 来 研究 图 形 的 几何 性 质 ， 由 于 表示 方式 缺乏 几何 
不 变性 , 自然 是 不 方便 的 .这 是 计算 几何 的 早期 阶段 . 

为 了 解决 这 些 问 题 , 人 们 提出 了 参数 样 条 方法 : 曲线 的 每 一 个 
分 量 取 自 某 种 样 条 函数 , 形式 上 合并 起 来 组 成 参数 样 条 , 例如 ， 

三 次 桩 条 函数 -> 三 次 参数 样 条 曲线 (1963, Ferguson); 

Ramee BH (1962, deBoor)—>Coons 曲面 (1964~1967), 

Bernstein 3 M M—>Bézier H 2€ (1962~ 1968), 

BRS RR (1946, Schoenberg) —B FEA th ££ (1972— 1974), 

本 书 中 所 讨论 的 曲线 和 样 条 ， 全 部 是 具有 参数 多 项 式 的 代数 
形式 的 ， 以 后 不 再 声明 这 代数 形式 ， 而 简称 为 参数 曲线 和 参数 祥 
条 . 

把 参数 样 条 的 表示 写成 向 量 形式 ， 我 们 可 不 必 依 赖 于 坐标 系 
的 选择 就 直接 讨论 这 些 几何 对 象 ， 这 种 几何 化 的 趋势 可 以 看 成 发 
展 的 第 二 阶段 . - 

在 这 一 阶段 ， 当 然 可 以 通过 曲线 分 量 的 函数 论 性 质 了 解 到 曲 
线 的 一 些 特点 ， 但 是 对 于 曲线 的 几何 特征 还 是 基本 上 没有 进行 深 
入 的 研究 ， 通俗 地 讲 , 我 们 还 不 能 够 把 这 些 分 量 混在 一 起 ”来 考 
R. 各 别 地 研究 这 些 分 量 是 线性 空间 的 问题 , 比较 容易 、 然 而 , 把 
它们 混在 一 起 ， 比 如 讨论 曲率 函数 ()， 那 就 会 带 来 非 线性 的 问 
E, 这 从 函数 论 角度 看 , 或 许 是 个 难点 . 

在 这 本 书 里 , 我 们 将 运用 经 典 代数 几何 的 方法 研究 参数 曲线 ， 
讨论 它们 的 仿 射 不 变量 和 实 奇 点 , 实 拐点 的 分 布 情况 , 以 期 控制 这 
类 曲线 段 ， 这 些 只 是 作为 研究 参数 曲线 的 几何 特征 方面 的 一 个 尝 
试 提出 来 , 仅仅 开 了 一 个 头 ， 完 全 解决 这 方面 的 问题 , 还 有 许多 工 
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作 要 做 . 

本 章 将 讨论 三 次 参数 曲线 的 念 射 不 变量 及 几何 特征 ， 给 出 几 
种 用 三 次 参数 曲线 段 构 造 的 样 条 曲线 ， 这 种 形式 的 参数 样 条 特别 
适用 于 插值 ， 在 下 一 章 妈 第 四 章 介 绍 的 Bezier h A B FFR 
R, 也 都 是 参数 曲线 段 或 参数 样 条 的 -一 种 特殊 表示 , 本 质 上 是 一 种 
WAAR, 主要 应 用 于 外 形 设计 .在 最 后 一 章 即 第 八 章 将 论述 五 
次 参数 曲线 的 实 奇 点 和 实 拐点 的 分 布 ， 并 一 般 地 讨论 平面 和 高 维 
仿 射 空间 的 ”次 参数 则 线 的 仿 射 不 变量 .我 们 的 期 望 是 通过 这 一 
类 问题 的 深入 研究 来 实现 对 mm 次 Bézier 曲线 和 B FÉZR Hi 2X BJ JD 
状 控 制 , 并 且 有 动 于 参数 曲 答 的 元 何 特 征 的 研究 . 


$2 三 次 参数 曲线 和 有 关 的 仿 射 不 变量 


现在 , 我们 将 研究 三 次 参数 曲线 
£ =a +a x asi? + i ast’, 
(2.1) 
1 2 l 3 
y= bot bitty bat t6 bat 


的 仿 射 不 变量 和 一 些 有 关 性 质 ( 苏 步 青 [2], 1976), BS Æ XT 
要 对 (2.1) 作出 以 实 奇 点 和 实 拐点 的 个 数 作为 特征 的 仿 射 分 类 . 
我 们 将 在 本 节 和 以 后 几 节 中 , 用 相当 篇 幅 继续 这 方面 的 研究 ， 我 
们 之 所 以 有 必要 这 样 做 ， 是 由 于 参数 曲线 较 之 多 项 式 函 数 曲线 要 
As. 比方 , 三 次 参数 曲线 段 
UN 
y= 2t—1*—0.611 
的 名 分 量 有 一 个 拐点 , y 4 EECGDI ES 合成 以 后 并 无 扣 点 ,， 却 有 一 
Pap RCA 2), 因此， 我 们 仅仅 从 分 量 的 性 质 一 般 不 足以 推断 参 
数 曲 线 的 几何 特征 , 而 必须 另 找 办 法 ， 
首先 指出 : 2.0) 的 参数 圭 不 能 取 作 为 参数 曲线 的 弧 长 % K 


(0<t<1) 


48 三 次 套数 祥 条 曲线 [第 .三 六 
1 


> 


m 
e 
E 


bs E, gmd, Te =a" SE Blimt=s, WR, 我 们 从 w 人 “十 
y = 使得 出 


g'a" pyy" = ; 
WI X. (deb +S Gas babs) + (ah +b +a 4- bubo) 


+ (maa tbb =0. 
从 而 立即 得 出 
aa=0, bs=0; a2~0, b,—0, 
于 是 曲线 (2.1) 变 为 一 种 退化 情况 的 直线 . 
三 次 参数 曲线 人 2. 巧 在 代数 曲线 论 中 称 为 三 次 有 理 整 曲线 , 它 
有 一 个 奇 点 和 两 个 拐点 (包括 虑 的 )， 而 且 这 个 奇 点 一 定 是 尖 点 或 
二 重点 为 了 弄 清 楚 曲 线 人 2. 蕊 上 有 没有 实 奇 点 或 实 拐点 , 我们 对 
它 进行 仿 射 变换 
| 
y= yotdytn, 
其 中 J 了 三 6 一 By 天 0， 曲 线 的 参数 方程 人 .二 BA 


(2.2) 


m 
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B= aot- Ett i dj! ast*, 

(2.3) 
d ; t 3 H a 
y= bot bit > Bot tg Bad ; 


Ji tl £X 2. 1) f EE — 6 px n Di TR eB a a R O.D) 上 的 同一 
类 奇 点 或 捐 点 ， 而 适当 选择 仿 射 变换 (2.25, 常常 能 使 新 曲线 
(2.8) 的 方程 变 得 简单 -- 些 , 以 便于 研究 ， 仿 射 变换 (2.2) 的 相对 
仿 射 不 变量 是 我 们 所 关心 的 ， 因 为 它们 同 曲 线 的 实 麻 点 与 实 损 点 
有 着 密切 关系 ， 关 于 参数 曲线 及 其 仿 射 不 变量 的 有 关内 容 将 在 第 
ARS 1 RR, 

FEB P BANA MB Be IHE REG AER, HRA BB 
影 变 换 之 后 , A ATA SOT RE IE 917627 ZUR, PR tT BEE HE 
BBS FERRY, Balter aL AT CA EHR AK oh RATS, 这 些 都 是 我 
们 所 不 希望 的 . 

3l oj 8 2E (2.2) fi, 新 曲线 (2 .3) SARAR DRAA 
存在 下 列 关 系 ; 


03 =a + Bb Ba 一 ?da 十 G51; 
{ane Bb, bs = yas 4-565 
a3 = atz d- Bbs, Ba = yaa + 855, 
P= abs —asba, 
| q = agb; — aybs, (2.4) 
T= 40s =, Goby, 
CERI TA Bt a= (a1, as, a3) Fil [8] E O= (Or, be, bs) WE 
gx 的 三 个 分 量 . 显然 ， 它 们 都 是 关于 仿 射 变换 (2.2) 的 权 工 的 
相对 仿 射 不 变量 ， 经 过 仿 射 变换 (2.2) 之 后 , 我 们 有 
p-Jp, q-—Jq4, r=Jr, (2.5) 
在 (2.1) 里 ,aa 和 pa KERF, 否则 , 所 论 曲线 就 不 是 三 次 了 . 
RNAP RE 640, MA2DABSH 
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bap—aay +asbo— aba — 2- p? — gt, 
如 果 p=0, 9 就 不 能 等 于 有 零 , THE 


z = baa 二 asy 二 dobs = d559), 


iF Y, 
A g —a-t- be-+-cn*-+-2', 
说 明 新 曲线 (2.3) 是 三 次 多 项 式 曲线 , E ESI UP EC PM 
进一步 的 推导 将 表明 ,2 一 0 时 的 三 次 参数 曲线 (2.1) 其 实 是 普通 
的 三 次 多 项 式 曲线 , 有 人 称 它 为 " 单 拐 曲 线 
三 次 参数 曲线 (2.1) 的 拐点 决定 于 方程 


aly!" —alty! =0, 
pl —2gt+2r=0, (2.6) 
24 07-0 时, tili 2 (2.1). LABTRA ELE TESTE E 
9 — 2pr>0, (2.7) 


现在 我 们 讨论 一 般 三 次 参数 曲线 ODRA. X, pA, 
从 人 2. 加 得 知 ， 任 何 一 个 关于 2 2 n 的 二 次 型 ， 例 如 : 9?—2pr 是 
关于 伪 射 变换 (2. 了) 的 权 2 的 相对 仿 射 不 变量 ， 因 此 ， 它 的 符号 是 
具有 仿 射 刀 何 的 意义 的 . 

为 了 将 2.1) 变换 成 一 种 较为 简单 形式 的 代数 方程 演示 的 曲 
线 , 我 们 施行 下 列 仿 射 变换 ; 


$23 peg g? 
a uec Bae Oat rais ab) 


p? 


- dd (2.8) 
yy, 
其 中 变换 行列 式 
JI 40, 


我 们 获得 曲线 (2.1) 的 仿 射 象 , 它 的 方程 是 : 


Stet 
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dn —i", 


2.9 
y* — i" -F at bi" +6, Q.9) 


一 如 十 全 
式 中 已 置 t=t ro 


A G.9) BKB, BUR 
FQ, y*) = (y'--as* —c)!-pa*(a* —b)*-0, (2.10) 


A A UE T 7r RA, 
-0 2f 0 2f- 
H ER 0, ER uz 0, y oai 0, 
of e 
Qa" = Ay 
* H ead 
Hic e er , 


| Or" dy* ey" 
则 按照 ITSO, 曲 线 (2.10) 傅 次 是 无 实 奇 点 有 一 个 尖 点 或 有 一 个 
二 重点 . 

从 此 容易 得 出 , 当 5~9 时 , 曲线 (2.10) 有 一 个 尖 点 


g*—0, y' =e, i 
而 县 对 应 参数 二 的 值 
nd 2.11 
i » (2.11) 
当 5<0 时 ,曲线 (2.10) 有 一 个 二 重点 
a=b, y*=e—ab, 
MABR 上 的 值 有 两 个 , BP 
ur rel) (e X1), . (2.12) 


4 570 Bj, n 2x (2.10) 上 没有 实 奇 点 ， 但 出 现 两 个 实 拐点 . K 
mE, 从 《2.9) 得 知 
p= —12, g*=0, r*=2b, 

所 以 ， 
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q" — 2p*r* = 48b, 
BUM (2.8) J=- a 
J*(g?—2pr) = 48b 


eremo ean 


这 样 ， 当 35>0 时 ,9* 一 2p7>>0. 按照 2.7) 式 ,有 曲线 上 就 出 现 
两 个 实 拐点 . 
于 是 ,我 们 找到 了 曲线 (2. 力 的 一 个 最 重要 的 相对 仿 射 不 变量 


I= (2) -97. (2.14) 
p P 
工 的 符号 同 三 次 参数 曲线 2.1) HLA ARRA gu p Ses A 


关 ( 见 图 3): 

>0 时 , 曲线 有 两 个 实 损 点 , 而 无 实 奇 点 ; 

—0 时 , 曲线 上 出 现 一 个 尖 点 , 耐 无 实 拐 点 ; 

«O0 时 , 曲线 上 出 现 一 个 二 重点 ， 
而 无 实 拐点 ， 


J A i v 
3 


相对 仿 射 不 变量 工 关于 参数 的 线性 变换 的 权 是 一 2. 事实 上 ， 
当 参 数 受到 线性 变换 
i=Ot+f (C%0) 
时 , AKH p, 9 ?分 别 变 为 OYp, O* a-p), 0%(r—far Sfp , 
JAI 9° —2pr Ay C'(g*—2pr). BAG I 357g O1, REH I 8 
符号 同 参 数 的 线性 变换 无 关 . 


(2.15) 
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$3 多 余 拐 点 出 现 的 充 要 条 件 


本 节 , 我 们 将 转 而 讨论 三 次 参数 曲线 段 


T= Ay tatti asi? - i agt?, 
(Oxt« T) (8.1) 


y= bo + bit + 3 bytes bak? 


的 多 余 拐点 问题 ( 苏 步 青 [2], 1976), HAR (8.1) 与 曲线 (2.1) 
的 不 同 之 处 在 于 ; 比方 , 4px0, I>0 时 , RHR (2.1) 上 固然 
要 有 两 个 实 拐点 ， 但 是 这 两 拐点 不 一 定 在 所 论 曲线 段 (3.1) 上 出 
5. 

4 p=0 时 ， 如 前 所 证 ， 曲 线段 是 普通 的 三 次 多 项 式 曲线 ， 判 
别 这 类 曲线 投 上 有 无 实 拐点 是 十 分 简单 的 ， 如 果 曲 线 自 在 两 端的 
曲率 有 不 同 的 符号 , 在 其 上 就 不 可 避免 地 要 出 现 一 个 损 点 ， 如 果 
在 两 端的 曲率 符号 相同 就 不 会 出 现 拐点 .我 们 只 讨论 2z0 的 情 
ü. 

这 时 , ti £t Et (3 DALRA ln JR frr) 所 对 应 的 参数 值 是 二 
次 方程 人 2.6) 的 根 ， 为 了 方程 (2.6) 要 有 两 个 落 在 区 间 [0, T) 里 的 
实 根 充 要 条 件 如 下 : 

I q*!—2pr7-0, 
II r0, 
Til gr >, 


IV O22 ret 0, 
p p 
v Zz, 
p 


此 外 , 在 实用 上 工 常 常 取 成 曲线 段 的 弦 长 : 
P= v [o(P) —2(0)]?+ [y T) —9(0^, 
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在 这 种 场合 , RELY ERU ACE 
2 
VI (a+ asf +4 asl") + (b 3 b+ : bel”) =i, 


从 而 立即 导出 一 个 用 以 判别 拐点 个 数 的 准则 ; 
为 了 曲线 段 (3.1) 上 不 出 现 多 于 一 个 实 拐点 的 情况 , 充 要 条 件 
E d — (ay, a5, as) Fl B= (b. bo, bs) ARR ax 5 859 —4) i p, 
(4, 7 有 不 同 的 符号 ; RA WE q^—2pr-0, 或 者 从 VEREER T 
ZE IVA V 中 至 少 有 一 个 不 成 立 . 
如 上 所 述 , 我 们 考虑 曲线 段 两 端的 曲率 乘积 的 符号 ， 就 是 
sign ( (0) « (7)) =sign (o (0) p(T)) 
=sign [r ( pI" —2g7 + 2r)), 
其 中 ptt) — pi^ — 3gt - 2r, 
AU AL IV 立即 得 到 
x (Ox (T) >0, 
反之 , 我 们 从 最 后 不 等 式 和 开 容易 看 出 IV 的 成 立 ， 
综合 起 来 ,我们 得 到 如 下 的 判别 曲线 段 (8.1) 上 看 在 两 个 实 拐 
点 的 充 要 条 件 ， 
1l. 曲线 段 两 端 曲率 有 同一 符号 ; 
2. p, 9, ?有 同 符号 ; . 
8. g?-2pr>0; 
4. T». 
P 


式 中 , TENE VIKER. 
忻 元 龙 找到 了 一 个 使 上 列 条 件 I~VI 全 部 成 立 的 实例 


4170, a5—1, aj =S, 
"ida -" 3. 
by= ~1, 55-0, bs T 


1 
to 
i 3%. 
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这 里 ,p 一 子 , q- 3, r- 1, 方程 (2.6) 的 两 根 是 2 土司 V3， 为 了 


明确 这 条 曲线 的 拐点 的 分 布 情 况 ， 我 们 用 前 述 的 方法 把 曲线 的 方 
程 (3.) 化 为 形式 2. 的 ,其 中 下 i 一 4-6, b=4, c= 一 8, 从 而 
D=a? —-36= 24, 曲线 的 具体 形状 如 图 和 4 所 示 . 它 是 不 曲线 的 仿 射 
变换 , 已 经 不 和 原来 的 形状 相符 合 了 , 但 拐点 的 分 布 还 是 一 样 的 . 

a>0, b>0, D-a?—3b>0, 
极 值 点 的 参数 值 : 

tr, t= (—at/D)/3, 

PAHA, 


Ti, To + 名 


这 个 例子 表明 了 ， 在 一 段 三 次 参数 曲线 
上 要 出 现 两 个 实 拐点 , 所 需 的 条 件 看 来 虽 是 相当 苛刻 、 一 般 不 易 实 
现 的 ,但 是 还 有 可 能 ， 记 以 在 生产 实践 中 , 我 们 必须 按照 了 上 列 准 则 
m mE. 

TEX SULAS p SC RE — DUBIE BE (92) BO HE, 还 经 常 
HOT-1. 对 这 种 情况 ， 出 现 两 个 拐点 的 充 要 条 件 是 类 似 的 ， 只 需 
令 卫 =1, 而 且 取 消 条 件 VWI。 具体 地 表达 出 来 , 就 有 : 

T q* —2pr7-0, 
II’ pr>0, 
IT qr>0, 


ł 
| 
l 
t 
l 
1 
l 
l 


IV 22-2%41>0, 
p P 
<i. 


同样 , 可 以 用 曲线 在 两 端的 曲率 符号 相同 来 代替 条 件 TV, 
最 后 ,我们 从 等 式 WI 导出 关于 了 的 几 个 不 等 式 , (FAS PAL 
i HE ARLEE (3.1) E HB DUBII SEDI Sob ER [B JE 76 AH RREH. 
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为 此 目的 , 令 
As t+ al +1 ag, By=b, ++ bo ++ bm 
1 2 6 a o, 1 1 5 2 6 E] 


于 是 VI EA A+ B=, ERE, 利用 不 等 式 
(A3+ BY (A8+ B2) > (4145 B4B3)*, 
我 们 在 Ae, Ba 的 三 种 不 同 选 取 下 得 出 下 列 不 等 式 : 


D +68> (ToT-9), 
(2) acti (Lm ey, 


2 2 2 1 il - 
(8) ac bi (o ar— 1 n). 


这 些 有 时 适用 于 检查 不 出 现 双 拐点 的 情况 ， 只 要 能 找 出 上 列 不 等 
式 中 有 一 个 不 成 立 就 可 以 了 . 


$4 关于 三 次 参数 曲线 段 的 一 个 定理 


三 次 参数 曲线 段 上 可 能 出 现 多 余 拐 点 或 奇 点 ， 造 成 曲线 段 不 
光 顺 ， 这 是 一 个 缺陷 ， 由 于 人 们 常常 顾虑 三 次 参数 曲线 段 的 奇 眠 
和 拐点 不 容易 控制 , 以 致 这 类 本 来 有 着 优越 的 几何 特性 的 曲线 , 不 
能 发 挥 它 应 有 的 广阔 且 有 力 的 作用 本 节 将 给 出 一 种 方法 : 为 了 
消除 多 余 拐 点 和 奇 点 ， 在 不 改变 曲线 段 在 两 端点 的 切线 方向 的 条 
件 下 , 把 各 切线 向 量 模 分 别 改 为 六 局 和 六 倍 A, 270), TEA, w) 
平面 第 一 象限 里 ， 我 们 找到 了 一 个 拖 形 区 域 多 即 所 谓 正 则 区 iR, 
使 对 于 2 aO. u) 所 作 的 三 次 参数 曲线 段 , 既 无 多 余 拐 点 , 又 
无 奇 点 ( 苏 步 青 [8], 1977), 

我 们 方便 上 取 定 适当 的 直角 上 坐标 系 {Ory}, 使 得 

ea y (0) =0; 


a(l)=t, y(1)=0, ae 
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(0) =Ado, Y (0) = Abo; 

æ (1) =ua, y (1) = ubi, 

式 中 CRASSUS EK 1K OL; (ao, bo) 30 (as, dO FRE HABE 

在 两 端点 的 切 方 向 ， 并 且 do, 31770, 09770294; 4, u>0 (参见 图 
5), 


(4.2) 


ME, FERIA (4.0) 9m (4.2) FRERES Hermite 
dtt th ex RE 
att) Tb d, el ats, 
| (<t<1), (4.8) 
y@) “B+ 二 batt pat? 


式 中 7 
d, = Ato, Gy — A(8l — 2rag— udi), 
a5—6(— 21-- Aag tua); (4.4) 
5,— Abs, b= —2(2Abo -+ 51), 
bs =6 (Abo tub). 
由 此 导出 


g=6A(udA — 25,1), (4.5) 
v = 2A (ud — 359), 
这 里 A= abo — abi > 0, 
把 这 些 宪 示 式 代 进 不 变量 9 一 2pr E, 我 们 便 有 


p—12((—Abo-- ubi) -Mu), 
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三 次 参数 样 条 曲线 

` a A 2 464) "A EUN 45,5, | 

Qmm fo EX 4 )+ mop 
(4.6) 


因为 70, 所 以 从 判别 奇 点 的 准则 (2.15) 立即 导出 : 整 条 三 次 
参数 曲线 按照 。 
, 46,1 4d, 4bob,17? — 
(+25 )(u- Se) + Be wo 
TH RHLA—ToBN, -TRARB TBA, 
Kit, A, 2) 平面 的 第 一 象限 是 由 双 曲 线 0， 
4b Abd, Abobil _ 
(a+ )(u— a + Sa -o 


划分 成 为 二 重点 区 域 Dy, Ds MARKT, DHR C 是 尖 点 所 在 


(4.7) 


的 (参见 图 6)， 
我 们 将 证 明 关 于 三 次 参数 曲线 段 的 拐点 吞 点 分 布 的 定理 如 
下 


定理 REI KK 
B, O<A<— A 


里 任 取 一 点 ,用 以 构成 相应 的 三 次 参数 曲线 段 (4.3), WK, 


, 0c. 


Abol 
3 


-2b -—35i 
a a 


a 


84] 关于 三 次 参数 向 线段 的 一 个 定理 59 
这 颖 曲线 既 不 包含 多 余 拐点 , 又 不 含有 奇 点 . 

证 明 首先 ,我 们 指出 : ERHARD LERA A, n) 时 ， 
所 对 应 的 三 次 参数 曲线 段 (4.8) 上 都 不 出 现 多 佘 的 拐点 .为 了 阐 
明 这 个 事实 , HIG KI D 划分 为 四 块 领域 R, Ri, Ro, B, pA 
还 搬入 一 段 表示 尖 点 可 能 在 其 上 的 双 昌 线段 C, 这 由 个 矩形 有 一 
人 2064 25d 

P( 4 -, =), 
TEO 上 (参见 图 7) . 

第 一 和 2 Be gj gost cu Bb cpa pe 

0, gq 全 0 (£ (4.5)), DNO 
p— 2g - 2r 5 Ap (AÀ - 8540) <0, 

BTL PEA HE RAPS. 8 83 CAEN, YEN PVP HL ER 
BEAIBALE ARIS BIA, MAH o7 0 ME GR A, Tii 34 9—0, 
Bl ud 25d—0 Bj, 由 于 

p=q+8u AA+ 26), (4.8) 
因此 2>0， 这 样 , A IB EE AE RAEN, EE: Ad+ 20412 0, 但 这 于 
(A, 9) ERO 上 的 POY. 

第 二 如 果 Q, m) ER(0<as— A EE zm, 则 
r«0, 920, (4.8), p—q0, PEL, 当 p>0 时 421m 
M pon Z0. 因此 , 曲线 段 上 并 不 出 现 多 余 的 损 点 . 

第 三 KG n) e R( — — 2b Sh<— 9 , 0 一 us ML) 
则 g«0, 而且 从 (4.8) 便 有 2 一 g 兰 0， 所 以 ， — 而 
当 p<0 时 fal 因此 , 我 们 得 出 同一 结论 ， 

— 2,1 2b 

第 四 md. n) € (o =E, 0<u< Bd), y (ao) 

就 有 9* - 2pr 0, 就 是 说 ， esa EE 
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其 次 , 我 们 将 检查 C 曲线 段 上 的 点 CN a). 所 对 应 的 三 次 参数 
曲线 段 有 没有 尖 点 . 

从 《4.4) AA, EP Ra E, pod, 我们 有 
ds - 5a 0, 从 而 曲线 (4.3) 退 化 为 二 次 曲线 , 因此 ， e. 

对 于 C WARE E. P 以 外 的 点 (% 内) 所 对 应 的 曲线 眉 (4.3), 
显然 满足 p 了 0， 而 且 按 照 4 一 260>0 或 者 <0 而 被 划分 为 两 小 
眉 : 在 前 一 小 段 上 ,0<%< — 723! (参见 图 ,gq>0, p- gt 2r) < 
0, Bib g/p<0, ro dO — DEENA, 各 并 不 给 
出 任何 尖 点 . 

d see 一 DM, q«0, 从 (4.8) XA p— 
g>0, p= £ <0, 所 以 p NOUIS 

最 后 ， an 只 须 讨论 二 重点 会 不 会 出 现 的 问题 
就 够 了 ， 这 时 ,点 Cu 内 仅仅 可 能 落 在 由 C 曲线 所 限界 的 左下 


abst Z 


KA — 


方 区 域 之 内 . 
如 前 所 述 ,， 5-0, Bp 
2prz» g^. 
但 是 和 <0,， 所 以 
2D<0， (4.9) 


AT AG, u) AS MA AE 4.3) EUR 3B fée, 充 要 条 件 
是 : i (2.12) EXER ta A ta 都 必须 在 区 间 (0, 1) 里 . 这 就 是 
Vi 

0$ ce bel (e=+1), (4.10) 
这 是 因为 , dE FUR — HR. i R ta 落 到 (0, DATA TE, SAAS 
线段 (4.8) 不 包含 男 一 支 通 过 二 重点 的 曲线 段 ， 


从 {4,10) 首 先导 出 
0< 工 < (4.11) 
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而 且 与 (4.9) 比较 的 结果 
p— «9, g<0, 
从 而 | 
p< be, eA (4.12) 


(4.10), Hl 03 — A —b«1, 仅 给 出 
ee ee pc( 1y 
A Z5, Wi o<(Z), 
BRIE (2.13) EH 
r .4f/q\* 
2 二 < 于 (全 ) 
又 从 (4.10) 2, BP 0c TE - bei, 仅 能 导出 
ae ey ee = = dn 
VZAL 2 Ri à (1 i), 
Rik (2.13) 改写 为 
T 1 _g 2 g 3 
a reg 2) eZ). 
这 样 , 我们 获得 了 两 套 不 等 式 , HB (4.11) 和 
g\? 2r Tára 1/ gy, a 
(2) «7 ml): 
如 果 令 6 就 可 把 它们 表达 为 ; 
2-2* s uas 
o<é<i, € «S emin( ge, a-e), (4.13) 
现在 , 为 了 要 证 明和 和 点 的 不 存在 , 我们 相反 地 假定 
= -2m 5. u= mt, 


TE (4.12) BH 
O<m, nci, (4.14) 
A (4.5) RANG H ` 


_ m(1—n) 
$= m+n— 2mn ’ ve 10) 
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Sp mm-3 (4.16) 
p | S3(m-cn—2mn) ' 
55 —Ji iei, 按照 
a- se 
ZARA, 我 们 区 分 三 种 情况 进行 对 他 .13) 的 研究 . 
情况 工 . 
erm. 
此 时 , (4.13) 为 下 列 诸 不 等 式 所 代替 ; 
lap, pc tcc Oe, (4.17) 


$8 (4.15) RA (4.17) PME, 就 有 
m+-n—2ma<2m(1—n) <2 (m-4- n — 2mn), 
因为 根据 (4.14) 得 知 
m+-n—2mna-=m (1-2) +n(1—m) 70, 
从 此 容易 导出 m>n, Ait, TES (4.14) BRA, 
0<a<cm<1, 
AB (4.15), (4.16) fA, GAD 中 的 后 一 套 , 稍 加 简化 , 并 令 
L-8m*(-—mn*, M=m(8—2n) (m+n—2mn), 
R= (i—m)* +3? (1—2)*, 
就 可 化 这 一 套 不 等 式 为 
L<M<R, (4.18) 
我 们 容易 看 出 
M —L-—mn(1—m)-4(8—2n)mn(1—m), 
By DURE (4.14) fi [os DM, Bl (4.18) IRE RE, 
至 于 《4.18) 的 后 半 是 谷 成 立 , WAE R—M 是正 或 负 ， 可 是 
从 上 列 定义 得 到 
R-M~2n| m- 8+ VO-%) || m-FG-VO-H) |, 


其 中 根据 (4.14 
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87 /9—8n71, 

要 使 RM, 则 必需 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 4m—8> V9—8n, 
或 者 

(2) 4m—3« — 4/9—8n, 

AD 4m —37-1, Hl m>1, JA (2)48 4m —3« —8, B m 
0, 无 论 那 一 种 , AA (4. 14) AB. 

这 样 , 我 们 已 经 证 明 m, ww 在 这 情况 下 是 不 存在 的 . 

情况 II. 


=O" 一 中 
Kühl £— 2, Tl EL 4.18) 变 成 
m(l-n) 1 1 m (8— 2n) 1 
TEES m 一 本 ae 8n n— 2mn) <3 
HFAA T m=n, 而 后 一 套 不 等 式 因此 被 写成 
3 3—2m 
前 半 等 价 于 m<3, BEFA, 但 后 半 却 吉明 出 不 合理 .所 以 此 时 
m, mw 也 不 存在 . 
情况 III. 
a-D'-E. 


JE RT, E bd p E 
0<é<4, ex wg 4 ga 


和 情况 1 一 样 ， RANA 
0m n (4.19) 
和 8m (1 —n)*«: (8-22) (m+n—2mn) <4m(1—2)?, 
在 后 一 套 不 等 式 中 , 前半 常 成 立 , AA 4.19) 188 1 
(8— 2n) (m-- n —2mn) —3m(1—n)* 
=n{l—ma+2(1—m) (1—2)) —0, 
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可 是 , 后 半 却 给 出 了 了 矛盾 ,这 是 由 于 

4m(1 —n)* — (8—2n) (m+n—2mn) =m—n—MmA1—2) <0, 
所 以 m, n 此 时 也 不 存在 . WEE. 


$5 Om 在 全 平面 的 拓 广 


现在 ,我 们 把 前 节 的 结果 推广 到 CX, 内 的 全 平面 , 以 实现 对 于 
三 次 参数 曲线 段 的 形状 控制 ( 刘 时 元 [4], 1980). 在 叙述 方式 上 ， 
也 更 几何 化 一 些 , 将 不 取 直 角 华 标 系 {Ory}. 

三 次 参数 曲线 (2. 卫 写成 向 量 形式 就 是 


P(t) = EP + Pat Pit Po, (5.1) 
Ti H.(2.4 XB p, q, c 将 写成 
p— [P:P], 
| q= LPP, (5.2) 
t= (PP; " 
式 中 记号 [ ] 代表 按照 两 向 量 的 分 量 组 成 的 二 阶 行列 式 . 
A 
ui G=q*—2pr, (5.8) 


给 定 了 两 端点 Mo, Mi 及 在 两 端点 处 的 切 向 量 Ao, Ar, BBR 
SKS RARE Hermite $848 RAE 
P(t) -OM,--£(8—21) L -1( —1)* A - 2 (£—1) As, 
Ost, (5.4) 
Rp b= MMi, Bik, 
人 P" (0) =6L—4A,— 2A); 
P'(D-A, P"(1)--—6L--24,-44;. 
另 一 方面 , AG ORRE 
P'(0—-P, P"0)-P, P"(1)-—P.-P. (6.6) 
这 样 , 我 们 有 


(5.5) 


$5] GQ. n) 4E Y Tag P^ . 9 
is —HA[Q-—D (1-1) -1), 


q —124XA(2— ps), (6.7) 
r=44.(8—p), 
G= — 4849. [(.— 4 (u—4) — 4], (5.8) 


其 中 A= (MM MM) 308 AM MM WAR, MM 是 两 条 
端点 切线 的 交点 ,在 我 们 的 讨论 中 , 440 而且 


Ao—AM M, 
Er (5.9) 
TR AOI ALS A 3 PELIS] EP AE IRE CIF] 8), 它们 都 是 
三 次 参数 曲线 段 的 仿 射 不 变 od 
量 ， 因 为 两 个 周 方 向 的 向 量 的 


长 度 之 比 是 仿 射 不 变 的 . 

现在 ， 我 们 来 考察 (A, u) 
al HR (5.4) 的 实 奇 点 和 实 
BRDRORA, BH, EA, 
内 平面 上 建立 如 图 9 所 示 的 
仿 射 坐标 系 Au. ER HE A SAT o BH, 直线 和 一 3 和 内 一 3, XX 
曲线 A-A Q.— 4) — 4—0, 抛物 线 uw! —Su--X—0 de TI Ao aug 
— Bt b Fidi WR 7 B —0 ESR IV SERES BR, EO, u) 
FRM Reichs REM, Him, Fo 所 未，mWa 表示 AS 
fil O< (g-— Dt, C. RAR EL — 4 Al 4 28 WEE ZR B DU HR 
a. 


(k—4) (u.—4) —4=0 
在 其 右上 方 的 一 支 ， Co, Co 和 Cs 4 BUE IW R B8 353 — 3c 3E 
第 I、 了 和 IY 象限 电 的 部 分 . 
FH, 凡 讲 到 奇 点 和 拐点 之 处 , 都 是 指 实 点 而 言 . 
在 $2 已 经 讨论 了 整 条 三 次 参数 曲线 的 育 点 和 拐点 分 布 情 
hh. 4 p40 时 ,三 次 参 效 曲 线 丰 .1) 上 的 点 PG): 
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HE Ct 


D 
N, Ba 
B 


N D 
Sy N, X 8, 
3 a 
e —— a 
0 
Na 8, Ni, 
! n D, 
Ca h 
LI 


(D 一 个 二 重点 , 当 且 仅 当 


am (e=+1), (6.10) 
G<0, 
&,- 2. 
| (5.11) 
G —- 0; 
(3) 两 个 拐点 , 当 县 仅 当 
je dte ry 
| CREE HEU (5.12) 
G0, 


由 于 (5.0 和 (5.8) 右 端 项 中 的 4 不 影响 (5.10), (5.11), 
(5.12) 中 对 应 的 参数 t RITTER 4<0. 

现在 我 们 将 讨论 pro 和 2=0 的 两 种 情况 。 

—. ped, 

(1) 二 重点 . 
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HRB te 0, D 上 要 有 一 个 二 重点 的 充 要 条 件 是 


, (5.18) 


(a) 1E poo Bj, (5.18) 等 价 于 
gt N 一 3G <p, 
| & 一 人 /一 58 >0, 
G «0, 
有 理化 以 后 ， p^ -- 4g* — 2pq—6pr>0, 
29? —Spr 0, 
p>q> 0, 
G «0, 
ig (B. T) X EX, 得 到 
Au? — 8u +A) 70, 
i (43—8A-- u) 20, 
uA —2) 70, 
AQs—2) 70, 
G «0, 
这 里 必须 指出 ， 抛 物 线 pw? -38u+A=0 Ai AA+) Rf 
交 于 两 个 实 点 ; (0, 0) 和 (2, 2), WH p~0 表示 双 曲 线 这 一 二 w- 
= 工 的 两 支 ， 它 的 顶点 为 (0，0) 和 (2, 2) (参见 图 10)， 因 此 , 立 
WRB. Di ALA, Ne 无 二 重点 . 
(b) dk p<0 时 , 类似 地 得 到 
A(u?* — 3p 4-4) > 0, 
p (42 — 8A u) 70, 
p. -2) <0, 
(au —2) «0, 
G<0, 


所 以 De, DEZEN Na, Na, M 无 二 重点， 


ee # t9 
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1 一 30 一 0 


图 1 
(2) BA, 
曲线 段 £C (0, 1) 上 要 有 一 个 尖 点 的 充 要 条 件 是 
[eph 
p 
G=0, 
(a) 在 p>0 时 ,利用 (565.7) 改写 上 式 : 
whA—2) >0, 
fru- >0, 
G=0, 
所 以 Ci BA, 
(b) 在 p<0 时 , 类似 地 得 到 
fru- <0, 
G=0, 
(3) BR. 


BAIA (5.5) 1 (6.6) 容易 算出 端点 曲率 : 


[第 三 章 


(5.14) 
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POPO] ui ay S. 44 
" | P'(0) i” "TEM ( ) A* IM M |? d 
POPOD] oiu Bek 4d 
k= [PT =sign (uu) . T ^ 


所 以 koki «0 58 FP AaB 2) (8—40 <0, 由 此 可 见 ， 81,8283, 8, 
ARJUE PH ROK I AH. 
HAR ec (0, 1) 上 具有 两 个 拐点 的 充 要 条 件 是 ， 
teVG 
be : p so (5.15) 
G0. 
(a) 在 2>0 了 时 , 上 式 等 价 于 
p—g> VG, 
le VG, 
G0. 
经 过 有 理化 并 按照 (5.7) 政 和 写 ， 
B (0.—3) 0, 
A(u—3) 7:0, 
p (—2) 7-0, (5.16) 
A(u—2) > 0, 
G0. 
所 以 B. ABABA, 
(b) 在 2<0 时 , 类 似 地 得 到 
#(A~3) <0, 
ACu—8) <0, 
B (A. —3) <0, (B.17) 
À(u —2) <0, 
G0. 
由 此 可 见 ,， Bs 和 B. 都 具有 两 个 拐点 . 


我 们 再 说 明 Ai 无 拐点 、 实 际 上 ,在 p>0 时 ,由 6. 16) nf X, 
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13,5299 N,-d4 ZAR GAS. 在 p<0 肘 , 由 5.17) 可 见 ， 
<2, n2 N h a> 的 部 分 之 交 也 是 空 集 , 
=., p=0 时, 
MH a, 只 有 一 个 拐点 ,对 应 的 参数 是 
i. (5.18) 
g 


天 此, 曲线 如 4E (0, D EA tT ACE RE 


3— p 、 
0<55 «xd, 
3(2—p) 


MM cS a3, Ti pO RETA 10 中标 出 的 双 曲 线 , 于 是 
得 到 结论 ; M po 0 mt, 在 Na PAR AMS TE Sa, Se, Sa, Be 中 
有 一 个 而 点 . 

纤 上 所 述 ,得 到 三 次 参数 本 线段 5. 分 的 奇 点 和 拐点 的 分 布 定 


SWF. 
定理 
Ni No, Na No BAE EIANAT,] S 
Ss、 Se, Sa, 8,, 曲线 段 上 有 一 个 拐点 ; 
(A, i) €4 Di, D», Ds, 曲线 段 上 有 一 个 二 重点 ; 
Ci, Ca, Oa, 曲线 段 上 有 一 个 尖 点 ; 
By, Bo, B,, Hi Ae EAT, 


当 三 次 参数 曲线 段 的 两 个 端点 和 端点 处 两 条 切 商 量 给 定时 ， 
曲线 段 就 唯一 决定 。 但 是 在 不 改变 端点 切线 的 前 提 下 , 调整 端点 
WIS HERR BE, 即 调整 X10), 对 于 控制 曲线 眉 的 形状 有 着 重要 作 
用 .这 个 定理 给 出 了 一 个 调整 和 控制 的 方法 .图 二 示 党 了 对 应 
于 一 部 分 bo m) RU EL AREE (5.4) B ia. 

最 后 对 于 4-0 这 个 例外 情况 简 述 一 下 .这 时 或 者 两 条 端点 
切 向 量 平行 ,或 者 其 中 之 一 与 弦 卫 平行 (如 果 两 者 都 与 忆 相 平行 ， 
曲线 段 蛋 . 信 变 为 平凡 的 直线 段 )。 沿 让 前 而 的 讨论 方法 ， 我 们 得 
PARE 后 .和 的 拐点 和 奇 点 分 布 情形 如 下 : 


$5) Ow) 在 全 平面 的 拓 广 


(D 4 Ay / As 时 ， 
E. A; 同 向 , 则 曲线 段 上 有 一 个 拐点 ; 
Z AMA RH, WHR EIA AMA. 
(2) 当 A/L, AXL 时 ， 
i A=, W 


Ar 
Mo M 


71 
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无 奇 点 和 和 拐点 ， 当 AS0; 
有 一 个 拐点 ， ER 
曲线 段 上 { 有 两 个 拐点 ， 当 38<p<4, 
| 有 一 个 央 点 ， 4 w= 4, 
4—T—987Óu "4. 
站 应 的 各 种 曲线 段 见于 示意 图 12, 
三 次 参数 曲线 段 的 形状 控制 方法 ， 同 样 可 以 应 用 于 三 次 
Bézier 曲线 的 形状 控制 , 详细 情况 将 在 第 四 章 2.4 段 叙述 . 


§6 RMKKERSRRRAR - 


上 面 几 节 介绍 了 三 次 参数 曲线 和 三 次 参数 曲线 段 的 一 般 理 
论 .在 这 个 基础 上 ， 我 们 将 构造 几 种 适用 于 不 同 场合 的 三 次 参数 
样 条 曲线 . 

在 直角 坐标 平面 上 给 定 %+I 个 型 值 点 PAG, y) G=, 
Len). RUHISEPIA UR ZAK 

h=V md Ft? =l, 2, n m), 
我 们 将 以 下 述 方式 构造 三 次 参数 样 条 曲线 ， 取 参数 轴 上 上 的 一 个 


Aj 4; 07 cn ets, Xe A= BN i=l, 2, s a), (SE 


APTA n RA RIN LR. 对 于 这 个 分 割 4 分别 
La fü s (6-0, I，…, n) 为 插值 数据 ,我 们 首先 构造 两 个 轿 值 三 
次 样 条 函数 z(t) 和 YG， 然 后 把 它们 合并 起 来 ， 而 称 参 数 曲 线 
PQ) = CO, yO) 为 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 ， 在 节点 处 每 
个 分 量 达到 0? 连续 , 从 而 样 条 曲线 达到 切线 和 曲率 连续 , 

这 是 一 种 最 早 使 用 的 大 挠 度 样 条 曲线 . A tt DIES 
长 去 作为 参数 轴 上 的 分 割 节点 呢 ? 原始 的 设想 是 ， 这 样 一 来 ， 


无 论 dh | 或 | e | MNF 1, TE, Hid] y) Fie LWA 
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的 挠 度 如 何 ， 在 每 个 分 量 所 属 的 (2 HA GY, DFE ARERR EA) 
RE. 其 次 ， 我 们 在 $2 中 已 经 证 明代 数 参 数 曲 线 不 可 能 取 弧 长 
作为 参数 ， 然 而 , 当 型 值 点 相当 密 时 . eR MUS HAO KK, (OC 
近似 等 于 曲线 的 弧 长 参数 ,给 参数 上 赋 与 几何 意义 ， 由 此 希望 参 
数 样 条 具有 良好 的 性 能 . 

当然 , 以 上 所 述 仅仅 是 在 作 形式 上 的 解释 , 是 期 望 ,而 不 是 论 
W. 

实践 表明， 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 对 于 大 挠 度 曲 线 的 拟 
TUSCE AGREES. 例如 ,在 8$ 工 中 提 到 的 某 海轮 助 骨 线 计算 实 
例 中 , WEA UITAE — KSSH AT, 求 得 各 型 值 点 
处 的 曲率 值 为 


k 0.500 f 0.469 | 0.496 | 0.449 | 0.497 | 0.479 | 0.481 


和 转轴 45^ 后 求 得 的 小 挠 度 三 次 样 条 函数 在 型 值 点 处 的 曲率 非常 
接近 , ARETES p., ATER, 内 播 结果 更 加 接近 . 


——————————————————— 
转轴 45° A) RRS ARR | 38 8E d — KBR BAR 
s y z y 

8.2047 0,0830 8.255 0.083 
8.8844 0.0868 8.384 0.097 
8.5141 0.1186 8.514 0.119 
8.6437 0.1486 8.644 0,149 
8.7734 0.1878 8.773 0,188 
8.9031 0.23607 8.908 0.237 

| 9.0328 0.2960 9.033 0.296 
9.1625 0.5664 9.163 0.367 
9.2022 0,4405 9.292 0.450 
9.4219 0.5468 9.492 0.547 
9.5516 0.6605 9.552 0,661 
9.6813 | 0.795] 9.681 0.795 
9.8102 0.9589 9.81] 0.959 
9,9406 | 1.1657 9.941. 1.166 
10.0703 i 1.4486 10.970 1.460 


a 
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SUI UK SOE Hn EISE AIA DR PR, 插值 效果 良好 ， 
计算 简单 可 靠 , ET RA S T POR = SE PRG, 因此 应 用 极 
多 . 特别 是 , CRAB HE MS AA. 只 须 增 如 一 个 2 分 
TR. 目前 大 量 应 用 于 Coons 曲面 的 网 格 曲线 插值 上 ， 并 由 此 获得 
FRE AAR EMA, PL eT REE. 

然而 , 关于 这 类 参数 样 条 , … 直 缺乏 理论 上 的 分 析 研 究 .， 从 应 
AMARA, 至 少 下 列 几 个 问题 是 应 该 得 到 回答 的 ; 

QD 是 否 基 有 几何 不 变性 ? 

(2) 有 没有 力学 背景 ? 光 顺 性 怎么 样 ? 

(3) FAMER P AA ; 

我 们 在 8 3 中 运用 了 参数 曲线 的 仿 射 不 变量 理论 , TET Al 
多 余 拐 点 的 讨论 ， 这 里 将 继续 这 方面 的 研究 . 

首先 , 把 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 方程 写成 向 量 形式 ， 设 
在 相 邻 两 个 型 值 点 Pi APs 之 间 第 段 曲线 方程 为 

PQ) = Re + Rtt Rtt BR, ax (6.1) 


其 中 弦 长 = PPn 参数 轴 上 的 节点 坐标 4-3 b Gxt 2, es 
n). 
相 邻 两 段 曲 线 在 型 值 点 Pi 处 保持 一 阶 和 二 阶 导 向 量 连续 , 并 
且 分 别 记 为 m, 和 M. 
{ P'(1,—0) =P’! G&4+0) =m, 
P"@G-0 =P"G4IO=M, 
同 三 次 样 条 函数 相仿 ， 我 们 利用 各 型 值 点 Pi 处 的 一 阶 导 疝 量 m 
和 二 阶 导向 量 M 之 间 的 关系 式 
[oe —2(83e,— m, ,—2m), 
hia M = 2 (361 — 2n8,— — 741), 
就 得 到 m 连续 性 方程 
Adr 2M + pata = BAe, + Oya) =l, 2 —1), 
(6.4) 


(6.2) 


(6.8) 


ete 


AMA 


iem 
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> La h l5-Pxx 
2o RA D s e— L PAP, RRB 
APH A fai Ae E pic v 表示 相 邻 两 型 


值 点 Pia 和 PP 所 连 弦 方向 上 的 单位 向 量 . 
相应 地 , 我 们 有 隆 过 续 性 方程 
mM, rt 2M + Mis L6 eer E G=1, 2, ==, n—1), 
(6.5) 
SEHR (6.4) 6.5) 被 添上 两 个 适当 的 边界 条 件 后 , 构 
成 了 完整 的 连续 性 方程 ， 在 实际 问题 中 , 对 边界 切 向 容易 估计 , 而 
对 边界 切 向 量 长 度 则 往往 难以 判断 , 究 竞 取 多 少 为 好 ?我们 建议， 
边界 切 向 量 总 是 取 成 单位 向 量 为 妥 ， 即 Ime] = [m] -1, AE 
的 讨论 将 会 看 出 , 这 种 取 法 将 是 有 助 乎 保证 样 条 曲线 的 光 顺 性 . 
我 们 建 说 使 用 如 下 形式 的 播 值 公式 ， 在 点 Pas PZ 
第 宇 段 曲线 方程 定 为 =a 


PQ =(U1, Gota), (—4.2?^, E t-a)" 


Giast<é; i=l, 2, ++, n), 
这 里 
Ce | (Aa Pu 
al stat agas 
ay Mir Maj, 
| a | mms _ | M 
APEE LATUR LB), 就 是 第 二 章 的 (1.25) 和 01.26), 仅 将 那里 
BAS. Pi RRRA Pio yo 的 位 置 向 量 G0, 1, ---, 
5) , 我 们 将 常常 不 加 区 分 地 通用 这 两 种 符号 . 
这 样 ,通过 解 完整 的 连续 性 方程 及 插值 公式 , 我 们 便 唯 一 地 确 
定 样 条 曲线 . 而 在 连续 性 方程 及 播 值 公式 中 出 现 的 , 仅仅 是 有 关 
型 值 点 P 的 位 置 疝 量 和 豆 长 五 这 样 一些 几 和 何 量 , 它们 不 依赖 于 坐 
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标 系 的 选择 、 这 就 说 明了 ， 黑 加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 具有 几何 
不 变性 (严格 计 ， 是 度量 不 变性 )、 这 是 第 一 个 问题 的 回答 、 在 本 
书 中 , 我 们 常常 称 那 些 具 有 几何 不 变性 的 样 条 为 样 条 曲线 , 而 称 那 
些 依 赖 于 坐标 系 选择 的 样 条 为 样 条 未 数 . 
以 上 的 讨论 对 于 空间 情形 也 同样 适用 。 但 是 下 面 的 论述 则 仅 
限于 平面 的 场合 . 
为 了 讨论 第 二 个 问题 ,我 们 对 连续 性 方程 作 线性 化 处 理 ， 将 
m 连续 性 方程 (6.4) 分解 到 est 和 它 的 法 方向 上 , 于 是 得 到 分 量 
EDA 
Anr 608 (Oi--1 — pi) + 2m cos O; 
+ Ia COS (Aia 4-943) = 804 cos pH, 
Aymy_2 Sin (B; 4 — p) + 2m, sin 6; (6.6) 
+ ns Sin (0,1 Hp) = — BA, sin 9 
($—1, 2, +--+, n—1), 
式 中 记 m ml, Cor R m, 和 e 的 夹 角 依 次 记 为 负 和 pu 它们 
都 是 有 向 角 , BT EY AA (A 13), 
我 们 对 《6.6 作 线 性 化 , 而 为 此 将 式 中 的 三 角 函 数 展开 为 短 级 
数 并 取 其 主 部 , 因此 得 到 
Any-it 2 Mint = 3 +0), 
Ama aP a + 2g A pg aa 


6.7 
= — A.(8— mii) i — pmi pisi t0 (9) ( ) 
EEE 
Arp IE p= max] g]. 
由 于 边界 条 件 是 io 一 os 一 + (6.7): 的 解 具 有 形式 
m=1+0(¢7), (6.8) 


360 为 小 量 时 (实用 上 ， 只 要 930^), 我 们 称 样 条 是 局 部 小 
ER. (6.8) RAY, 在 忽略 O (97 的 意义 下 ， 局 部 小 挠 度 样 条 在 每 
个 型 值 点 已 处 的 芳 向 量 am 都 是 单位 向 其 . 


aps 
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图 13 
FE, (6 ,6)。 成 为 所 谓 8 连续 性 方程 : 
Mbr- H 20i t tabia — — 204p piat 0 (p?) 
G@=1, 2, =, 2-1), (6.9) 
FX LE Ty EI BRT A I ER RR AO: UM ER AK. 
用 m 3138 5038 (6.3) R, 利用 (6.8), HERA H fa 068 p EJ 
RA, 我 们 得 到 
{ Like = 2 (21+ B11 + 20,) +0 (99), 
lao —2 (pier t 20 + O31) +0), 
AP kh SAREE HH ELA Pi ARH, KROAN FB Kt 
XX $—1, 与 第 一 式 联 立 , 便 可 解 得 


LP i 4 (25 :十 ky) +0 (9^) , 


(6.10) 


| (6.11) 
A= Bt 2k) -pt0 g), 


AE 6.11) tRRi+1, (6.11) PRSUBU ZEE DUI, PÆ 
我 们 有 
和 后 -1 十 2 十 2 一 3 下 二 083 Cl, 2 n—1), 
(6.12) 
AP Ky WAS PRE Pia, Pr Pos 所 作 圆 的 曲率 , 称 为 


BS, KRENKE q +Hoe). (6.12) oy k i 


方程 ， 在 以 后 , 当 论 述 到 本 样 条 的 严格 的 数学 模型 时 ， 将 证 明 其 坊 
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连续 性 方程 与 (6.12) 相同 , 它们 的 差别 仅 在 0 (p?) 项 中 ， 这 表明 ， 
样 条 在 型 值 点 处 的 曲率 对 于 木 样 条 的 逼近 程度 为 (p, Hh t d 
知 是 线 的 逼近 程度 为 0(g 为 ， 这 件 事情 从 理论 上 保证 了 累加 弦 长 
三 次 参数 样 条 曲线 的 光 顺 性 ， 它 的 力学 背景 就 是 木 样 条 ， 这 是 第 
二 个 问题 的 答案 . 

为 了 讨论 第 三 个 问题 ， 对 样 条 的 每 一 曲线 段 作 参数 的 规范 化 
ER. Bi MRR P= TE Gnd, 2, n), FES 
一 段 的 新 参数 全 E [0, 1]， 把 第 i MAT TS C 
了 的 切 向 量 记 为 Ao 和 An BK, 


Ay ŻE _ oP dt 
* dT |r- dt in, dT 


FRA An hey, AST es 同 Ao 和 Aa MERE AA Oa 
和 名 (图 14), 并且 如 前 所 述 , 取 定 边 界 切 向 量 长 度 mo= m, = 1, 


—Hhfü a, 


对 第 三 个 问题 的 回答 是 
定理 # 
ls | - || <3 (é—1, 2, ++, n), (6.18) 


BUR IS — VC SIUE AR AR LARGER ARMA, 
证 明 由 于 《6.13), 每 相 邻 两 条 切 向 量 m4-1 与 m. 之 间 的 夹 
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角 不 大 于 T. KG.4) 我 们 有 
I2m,| < | Qum a petits, 4) + 2m,| = 3| oer + emi | <3 
@=1, 2, sn n—1). 


因此 mes (4 —0, 1, TS n). 
diu 5L, 8 s Br £e Ie 
[Asl ELT (i=l, 2, 只。 (6.14) 


又 把 第 了 段 端点 切身 量 的 相对 长 度 记 为 MA u CER, ENE 
是 样 条 函数 连续 性 方程 中 的 
系数 入 和 AH)， 并 在 不 失 一 
般 性 之 下 , 假定 01-0, W 
在 我 们 将 按 $5 的 定理 , 分 
作 五 种 情形 来 讨论 ， 

D -3 «60, 

此 时 

A pa? 0, Ae sts 

JA (6.14) 2$ min (Qu, m) <8, 图 Is 
因此 Ga, ws) € RRI QUEE 巧 )， 这 时 ， 第 4 曲线 段 上 至 多 只 有 
一 个 拐点 , 而 无 奇 点 . 

(2) 0< <A, 

x0, 


这 时 ， <u, 
HALO, we RAIL RN, P 6 BRRL- TRA, MER. 


A. 
(8) haci. 


0A <8, 


我 们 有 PE 
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从 而 Qu, ws) € 区 域 II， 第 曲线 段 上 有 一 个 拐点 ,而 无 奇 点 . 

(4) A= bia. 

这 时 有 一 个 拐点 , 而 无 奇 点 。 

(B) =0 

FN AAP S 而 无 奇 点 . 

A 6.13) ea ere [ - 2, =], 所 以 这 五 种 情况 是 完备 的 , A 
而 定理 得 证 . 

为 了 使 样 条 曲线 上 避免 出 现 奇 点 和 两 个 捐 点 ， 附 加 限制 式 
(6.18) 是 一 个 比较 实用 的 充分 条 件 ， 在 数学 放样 和 外 形 设 计 问题 
中 ， 经 常 遇 到 的 都 是 局 部 小 挠 度 情形 ，《6.13) 总 能 满足 。 一 般 而 
i, 当 这 个 条 件 取 消 时 , 样 条 曲线 也 有 可 能 出 现 奇 点 或 两 个 拐点 ， 

我 们 举例 来 说 明 ， 如 图 16 所 示 , 平面 上 给 定 三 个 型 值 点 Po, 
PHP. BL=-b=1, LP oP Pa =120°, 1:3) FY We] B my 和 
m, 是 单位 向 量 , M= — Mp, Hi E m 与 PoP. 的 夹 角 为 a。 从 连 


续 作 方程 解 出 ms —2.(e,+-0,), 于 是 mo 2 9 3.299. 


Po fi Pi 之 间 的 第 一 段 申 线 在 各 端点 的 切 向 量 的 相对 长 度 分 
别 是 l 


A= = —2 sin a, 
Tr 


i 
| 


E: 3 84/8 
2 ve ats 2(48 —elga)" 


(1) 3& a—46? 时 ， 
him — 1.488, 

| a 8x 1.732 
41 ™ 91 .732—0.966) 


KS 5 的 定理 得 知 Cs, ui) € 二 重点 区 域 ， 此 时 第 一 段 曲线 上 有 


8.40, 
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B 16 
一 个 二 重点 . 
(2) EXto-40^ 8j, 
rs 
3x1.732 
u= u.132-0.988) ^9 74. 


BIE, (Aa ua) CATA A5 — B AE REI DR 
17 是 上 述 两 种 情况 的 示意 图 . 
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$7 各 种 连接 条 件 下 的 三 次 参数 样 条 曲线 


7.1 连接 条 件 

在 这 一 节 我 们 将 讨论 以 三 次 参数 曲线 段 PO O<t<l) 作为 
“零件 ”而 把 它们 连接 “装配 ”起 来 使 成 为 一 根 样 条 , 这 时 间 有 哪儿 
种 可 行 的 方案 ? 从 实际 应 用 来 看 , 在 连接 处 达到 C? 连续 是 必要 
AY. £r ARBs RU OC? 连续 是 指 相 邻 两 段 在 连接 处 的 位 置 、. 切 向 和 
曲率 的 连续 ， 上 一 节 的 累加 芝 长 三 次 参数 样 条 曲线 当然 是 O2 连 . 
续 ， 因 为 在 连接 处 已 经 达到 关于 累加 弦 长 参数 的 一 阶 和 二 阶 导 疝 
基 的 连续 . 

给 定 两 条 参数 曲线 段 PO m PO, +E [0, 1] 时 ， 我们 把 
第 一 段 的 尾 丸 = 少 和 第 二 段 的 首 (t= 信 连接 起 来 , 使 之 达到 C2 连 
续 ; 而 为 此 得 出 如 下 的 充 要 条 件 ; 

定理 ”为 了 连接 两 条 参数 曲线 眉 PLO MPG), 1& [0, 1), 
使 之 达到 C? 连续 , 充 要 条 件 是 : 存在 任意 常数 a(>>0) AB, 使 得 

P,(1) =P,(0), 
ie (1) =aP (0), (7.1). 
1(1) =a? P5(0) + 8P: (0). 

证 明 ARDS POMP) 在 连接 处 的 位 置 和 切 
向 都 是 连续 的 , 那 末 (7 .二 的 第 一 ,二 式 成 立 ,并且 a>, 

(D 假定 PLO) LP. nl 18 所 示 ,， 存 在 常数 B 和 ?使 
得 

Pi (1) - 8P(0) +7P3(0). 
Taf & 55 — Bi Il R v RAE RS fg E 
p LP) x Pi) _ (aPSQ) x (GPS (0 y P1 (0)1 
VICE a? | P (0) |* 


LOY[PSQ)x POI — y , 
a? P. abo? 
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PO Pa 


18 


m EP BELA ee AB C EE, ku kay WA y= T 
是 (7, 了 的 第 三 式 上 成立 . 

(2) (P20) / P20), 此 时 入 =0. 和 于是 从 而 一 如 = 
得 到 Pid) / Pi(1)， 因 此 (9, 力 的 第 三 式 也 成 立 . 

从 参数 曲线 的 曲率 公式 我 们 直接 导出 这 些 条 件 的 充分 性 .这 
样 定理 得 证 . 

WAEI 6 ERN APO) 00 85 2-71 B HR Pos 连接 超 
3k, 我 们 便 可 看 出 ; RMNKKAKBS RA Hh Sc en ERES Bi ~ 0, 


om Hi 

(7.1) RB, RAC 连续 条 件 的 最 一 BEB NRE RIE 
玲 一 确定 的 , 因为 在 每 一 个 内 型 值 点 上 有 a 和 如 两 个 自由 度 , RE 
适当 调用 这 两 个 自由 度 , 我 们 便 可 构造 适合 各 种 需要 的 样 条 曲线 ， 

在 计算 玫 何 中 ，Ferguson (1963) 最 早 使 用 了 三 次 参数 样 条 曲 
fA, 因此 Bézier 称 这 种 曲线 段 为 Ferguson 曲线 .这 种 方法 是 发 
展 美 国 波音 飞机 公司 的 FMILL 系统 的 基础 ， 它 所 采用 的 a= 二 
8=0 这 样 一 种 最 简单 的 连接 办 法 , BUSH TP 35153 78 EA ELE P. 
场合 , 而 且 我 们 必须 适当 选择 光标 系 的 度量 单位 , Pea La 
i, SR RAR, 样 条 曲线 上 就 会 出 现 很 坏 的 效果 , 即 ; 在 
& 较 大 的 一 段 , 昌 组 相当 扁平 而 昔 近 弱 线 ; Tk 6 SB — Er, HR 2X 
Booger REM 1967 4E H AR SR 2 6 E SE f 


H a= T 也 就 是 选取 累加 弦 长 参数 来 解 类 这 个 问题 . 
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7.2 (连续 的 保 形 播 值 三 次 参数 样 条 曲线 


在 计算 几何 中 ,我 们 有 时 候 会 直到 这 样 一 类 插值 问题 ; 在 平面 
上 给 定 一 列 有 序 点 列 Pi 一 0, 1, --, n), 要 找 一 条 插值 曲线 ， 使 
点 列 的 “形状 ”得 到 保持 .这 里 “保持 形状 "前 意思 是 : 把 每 相 邻 两 
个 型 值 点 用 直线 自 连 起 来 组 成 多 边 形 , 在 多 边 形 凸 的 地 方 , 希望 相 
应 的 样 条 草 线 段 上 不 出 现 拐点 , 在 多 边 形 转折 的 地 方 , 相应 的 曲线 
段 上 有 一 个 拐点 ， 当 然 ， 还 要 求 每 一 段 上 不 出 现 奇 点 ， 这 就 是 保 
形 播 值 问题 ， 当 多 边 形 全 部 为 凸 时 , 就 是 保 凸 插值 问题 。 近 年 来 , 
对 这 一 类 问题 的 讨论 大 多 是 从 函数 遥 近 论 角 度 进 行 的 ， 除 了 保 凸 
插值 外 还 有 保单 调 播 值 ， 必须 指出 , 构造 O^ 连续 的 保 形 插值 函数 
往往 是 相当 复杂 费事 的 . 

如 果 放 弃 插值 条 件 , 而 仅仅 要 求 保 形 有 逼近 , 那 末 在 下 一 章 所 研 
究 的 Bézier 曲线 和 B 样 条 曲线 便 是 一 种 有 效 的 工具 . 

如 果 降低 连续 性 , 问题 会 容易 些 。 很 明显 ,0? 连续 的 保 形 插 
值 问题 的 解 就 是 连接 相 邻 型 什 点 的 多 边 形 ， 对 Ot 连续 的 保 形 播 
值 我 们 可 以 这 样 构造 ， 在 每 个 型 值 点 处 用 某 种 方法 指定 一 条 切线 
后 , 对 于 每 一 段 来 讲 , 这 就 是 Hermite 搬 值 问题 ， 以 后 将 要 介绍 的 
双 圆 弧 样 条 曲线 就 是 一 种 实用 的 O 连续 保 形 插值 . 

累加 弦 长 三 次 参数 样 条 法 线 是 0? ER, 可 是 并 不 是 保 凸 ， 张 
力 样 条 是 O* 连续 而 且 保 凸 捅 值 ， 然 而 它 在 每 段 只 有 一 个 张力 参 
数 ,自由 度 太 少 。 而 且 当 这 些 
张力 参数 取得 相当 大 时 ， 张 力 
点 使 得 它 在 某 些 应 用 中 缺乏 灵 
活性 . 

x: 在 一 些 癌 题 中 ， 我 们 往往 

需要 有 更 多 的 自由 度 . 例如 ， 和 项 望 每 个 型 值 点 处 的 切身 和 曲率 在 
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一 定 的 程度 上 能 够 自由 指定 . 就 样 条 的 每 一 段 而 言 , 在 函数 通 近 
论 中 是 这 样 一 个 Hermite 插值 问题 ， 在 每 一 自给 定 两 端点 处 的 应 
数值 和 一 阶 、 二 阶 导数 值 。 这 样 一 来 ， 插 值 函 数 必须 是 五 次 多 项 
式 ， 因 此 曲线 段 上 可 能 出 现 多 达 三 个 的 扒 点 , 也 就 更 难 控 制 了 . 

我 们 在 本 节 将 用 三 次 参数 曲线 段 构 造 0 连续 的 保 形 捅 值 祥 
条 、 如 7.1 中 所 提 到 的 , 我 们 将 把 连接 时 出 现 的 两 个 自由 度 取 作 
为 每 个 型 值 点 P RE AR, URRE SE Co] HO 
[2], 1979), . 

我 们 已 经 知道 三 次 参数 曲线 段 的 端点 曲率 ko, ky 同 端 点 切 向 
E mo, m WARE AL p SHR, 


4d 3— : 
M a sign (A), 


44 3—AÀ . 
hou Q1 sign (fb), 


式 中 a Alb RRA 19 中 切线 三 角形 PPP, 的 两 条 边 长， 
=< [PoPPPi} 


表示 三 角形 PoPPi 的 有 向 面积 ， 当 4 关 0 时 ,上 式 可 以 改写 成 


{ w= 3—sign (A) AM, (7.2) 
A= 8—sign (jr) But, ` 
式 中 
ae 
: (7.8) 
Bazin. 


在 给 定 了 切线 三 角形 PoP Ps 和 端点 曲率 ko ka BR, (7.2) # 
R CA, u) 平 厨 上 两 条 反 称 抛物 线 的 交点 的 坐标 . 

攀 造 桩 条 曲线 的 步骤 是 ， (1) 确定 tno。 和 ?hi 的 指向 (2) 指 
RE Po 和 Ps ARRUIZ ko Fi ha; (3) 通过 (7.2) 式 求 出 相对 长 度 (% 
内 ， 于 是 便 完全 确定 了 型 值 点 处 的 切 向 量 m 和 la， 这 样 就 决 
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定 了 样 条 的 每 一 般 . 

如 图 20 所 示 , 在 平面 上 给 定 一 列 型 值 点 Piti=0, 1, +, m. 
图 中 的 记号 与 $6 相同 . 


(D 怎样 决定 曲线 在 每 点 Pi 处 的 切 向 量 rr 的 指向 ? 
m, 的 指向 决定 于 系数 CG, Mop 0<0<1, MHE. 
6=—-Cm G=1, 2, +, n—1), (7.4) 
我 们 指定 名 和 On, JE EA PR st H RETF OA TE mto 和 Ma, 
(2) 怎样 决 定 曲线 在 每 点 Pe 处 的 曲率 Ro 
BA, RN FEU RAMS BRE LAH A 
现 . 
Gi) P ocip 0, WH à HR LAA, KRHA, 
Gi) Æ Pagi<0, WIE 2 Pu 
线 上 有 一 个 拐点 , 称 为 有 拐 段 ， 
要 使 第 有 段 曲线 上 不 出 现 奇 点 
和 和 多余 措 点 ， 在 这 里 我 们 将 给 出 一 
个 充分 条 件 . 
为 了 书写 的 简洁 ， 暂 时 路 去 指 
标 i， 并 记 曲 线段 的 两 端点 为 Po 
21 m P. 其 余 记 号 的 意义 如 图 20 和 
7.2)、(7 .8) 中 所 示 ， 现 在 按照 各 段 有 无 拐点 区 分 为 两 种 情形 讨 
iem. 


$T, 各 种 连 被 条件 下 的 三 次 参数 祥 条 曲线 s 
G) AR, 
这 时 如, ks MATS. 从 (7.3), A A, B0. FÆ 7.2) 
所 表示 的 -~ 对 反 称 抛物 线 如 图 21 所 示 ， 从 样 条 曲线 的 光 硕 性 考 
HE, PRAM ALAR HT 2) TE 2, 270 范围 中 的 解 . 


先 设 4-0, MUR (7.2). 与 RI PUB Agy 3. A 
UDEPUUETTS PENENETT M 


fie 


eet 


4A 


时 , 也 就 是 取 


时 , (7.2) 在 CA, u) 平面 的 第 I 象限 中 的 解 就 是 图 21 中 两 条 实 线 
抛物 线 的 交点 , 因此 , 我 们 有 且 仅 有 一 个 解 ， 


Mm 
4 


A 
L. Ba? 


44 
mE 
B, (7.2) 在 CA, yx) 平面 上 第 I 象限 中 的 解 就 是 图 21 中 两 条 虚线 
抛物 线 的 交点 , 它 也 是 唯一 解 
这 两 种 情形 的 解 都 满足 0<)，#k<g 在 Q, a) 平面 上 属于 无 


奇 点 无 拐点 区 域 . 
考虑 到 还 有 4<0 的 情形 ,我 们 把 上 述 关于 加 和 态 的 限制 修改 成 
E 
ik > la «Sla. 
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这 就 是 在 无 拐 段 的 情况 下 ho 和 机 的 取 值 范 转 . 

G) ABE. 

这 时 ko A ka —iESRE. M73), BRAM BPRS. A 
Jt, 7.2) RB FU S E] 22 ras BB PT RE FE. 


可 见 两 条 反 称 抛物 线 有 了 唯一 的 交点 , 并 且 一 定 薄 在 A, m) 平 
面 上 的 单个 拐点 区 域 中 . 

从 样 条 卓 线 的 光 顺 性 出 发 来 考虑 有 拐 段 的 情况 时 ， 我 们 应 该 
采用 (7.2) 在 A, u) 平面 的 第 了 或 IV 象限 中 的 解 , 即 图 22 中 的 


侧线 区 域 中 的 交点 ， 这 就 要 求 V <8 或 六 名 <3, 也 就 是 取 定 


4} A| 4| Al 
| ko| > ae 或 [tal Tug. 


这 就 确定 了 ko Al k AREA PR. 
现在 ， 让 我 们 回 到 承 来 讨论 中 去 ， 对 各 节点 重新 添 上 指标 过 
ER i 段 取 定 切线 三 角形 PxPrPi( 图 20), 把 它 的 两 条 边 长 以 及 
有 向 面积 依次 记 为 
a= Pia}, b= PEEL, A S lP PPP, 


Jt EAR RIF Aids. 


§ 7] FPR RE PRE KBR A MES 39 


=, 4| 4| ($— 1, 2, ur n), 


综合 起 来 , 我 们 可 以 这 样 取 定 每 点 PREIS HRS ka 
bh 与 p WAS, 
|&|-rmax(, kj) (6—-0,1, ---, n), (7.5) 
其 中 go 和 os 由 边界 条 件 给 定 ， 
(8) 最 后 , 在 取 定 了 每 点 Pi 处 的 EJ, 我 们 通过 (7.2) PR 
解 , 便 得 到 第 段 曲 线 的 端点 切 向 量 相对 长 讼 和 和 pn， 这 样 ,第 5 
段 曲 线 就 完全 被 确定 下 来 了 (=1, 2, m. 


7.3 RIKER hi BEIGE A ETE DS SCIRE SK AS 


我 们 在 第 二 章 § 8 中 介绍 了 张力 样 条 函数 ， 用 以 解决 保 凸 播 
值 问 题 ， 那 基 在 小 措 度 的 假定 下 得 出 的 结果 ， 相 反 ， 在 大 挠 度 的 
场合 , 从 连续 性 方程 (3.8) 计 算 F 时 出 现 两 个 大 数 相 减 , 因而 整个 
张力 祥 条 函数 的 计算 过 程 将 是 不 稳定 的 . 而 且 , 从 保 凸 性 条 件 
(3.10 中 估计 得 到 的 张力 参数 ps 容易 变 得 很 大 , 于 是 这 个 方法 便 
失去 了 实用 的 价值 ， 此 外 , 张力 祥 条 函数 是 用 指数 函数 表示 的 , 计 
算 要 比 代数 多 项 式 复杂 , 

在 三 次 参数 样 条 曲线 的 O ERAT DA, ABTA 
系数 & 和 有 尚 待 决定 , 

(D 到 所有 的 a=1, B+0, PSB NA Ferguson 形式 的 三 
次 参数 样 条 曲线 ; 


€) Beams, i0 o1, 2, n7 D, EARME 
三 次 参数 样 条 曲线 ， 
(8) 家 两 个 自由 度 作为 (7.4 中 的 切 向 系数 Ct OR. 
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MK G1, 2，…, 2-1), MAREE KBR EA th 
R. 
SAME, Bam, A 作为 张力 参数 G1, 2, =, 
n 一 1)， 我 们 就 能 构造 那些 适用 于 大 找 度 情况 下 O 连续 的 张力 样 
条 曲线 . 
I” 连续 性 方程 
设 平面 上 给 定 了 wm+Lt 个 型 
值 点 PL, 1，…， n), TE Pra 
与 P, Z [88958 6 R= KS He h 
mu 线 的 铅 量 表示 式 便 可 写成 
PO =Pi1t+? (38-2) L4 2(2—1)* Pi (0) 
+PQG-DPUD, 0<i<l 
(19179; 05 Y, (7.6) 
pent LPP, BELEL, skr EB E 
ei L. 


58 9 BAB 6-1 BSR AE Py 处 达到 C? 连续 的 充 要 条 
件 是 , 存在 系数 办 AEC, WA 
人 
PY) =P ta —P. (1) 
三 次 参数 曲线 段 〈7 .6) 的 一 阶 和 二 阶 导 向 量 之 闻 满 足 一 些 同 
三 次 样 条 函数 相 类 似 的 关系 式 ; 
(OO 
Pia (0) —2[8L,..—2P.., (0) — P. (5J 
(i=1, 2, --, 2-1), (.8) | 
把 它们 代入 (7.7), 便 得 到 方程 
Pi (0) [266-0 +22 ]PL c) + PL. (th) 
=8(L:+ bys) (C=1, 2, =, n—1), (7.9) 


G=1, 2, ME n-i), 《7.7) 
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RA, FHF (7.7), 记 向 量 
m P; (1) Pu) G= =1, 2, s+, %~—1), 
则 上 述 方程 可 以 写成 


Agna d erty t+ uma BE, (6-1, 2, --,n—1), (7.10) 
式 中 记 


= » a= » p 2-3 n, E, = Xe ieu, 


m ENS 
qp Tea 
我 们 规定 取 n0, 称 C2) 为 张力 参数 ， 当 取 定 所 有 的 
=0 时, pr 一 2, (7.10) a ee 线 的 连续 


性 方程 ， 从 这 里 看 到 , 我 们 所 以 取 自 由 参数 各 = TEITER 


MEEAKBRHS OD 2A e BEER. 

SET XE SE HEUTE (1.10) ALPE ARRAS Mm 

oe uom, = BE), 
tn putris = SE, 

式 中 张力 参数 po, p4772, 3E EUR 0, uo c1; 0 | Eyl, LE, < 
1, (7.10) 和 (7.10)' 组 成 完整 的 连续 性 方程 , 它 的 系数 矩阵 是 三 
对 角形 式 ,而且 对 角 严 格 占 优 , 这 就 说 明了 , 解 一 定 存在 而 且 是 唯 
一 的 ， 我 们 把 向 量 方程 写成 两 个 分 量 式 ， 就 可 以 用 普通 的 追赶 法 
求解 这 时 ， 揪 值 公式 是 人 7.6)， 其 中 PLO) hum Pi (1) = 
zz， 这 样 得 到 的 样 条 曲线 自然 是 02 连续 、 

2° 保 凸 性 条 件 

如 果 把 完整 连续 性 方程 (7.10) 和 7.10 :的 系数 矩阵 的 逆 阵 
元 素 记 为 a(i, $—0, 1, cs, 由， 它 的 解 写 成 

83) aE; G=0, 1, A 

利用 Kershaw (1970) 关于 三 对 角 矩 阵 的 道 阵 的 一 个 信 

iX 


(7 .10)' 
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Lor< A, 
Pi p 
1 Ta -i A 
0<(-1)a<(Fl om) 4 Gt), 
Ci, j=0, 1, ur n), 


式 中 ER A= ac , ox = min (pipi, Pipit)» 1; — min (i, D, 
r;—max(?, 7， 我 们 能 够 证 明 下 述 引 理 , 但 是 这 里 略 去 引 埋 的 证 明 
过 程 . 
BS QR p= p= pid 时， 
‘egg S3, 
p 


4.4 
[m| < 
Pt 


AP os 表示 m, ESE AA, 并 且 01: pra, 

这 说 明 , 当 所 取 前 eii i p BRAHAM, 1msj0, m, 
前 方向 趋 于 BW. FÆ, 当 所 取 的 p-a eem a= pia 充分 
Ket, [moi jm | 一 0; m 与 m, HATA SÉ P BAB 
的 方向 . mpE,Jàe,t e 的 加 权 平 均 (j=1, 2, …, m-1), X 
FÉ, 只 要 给 定 的 型 值 点 为 点 ( 即 所 有 的 py 同 号 )， 第 5 段 昌 线 的 两 
条 端点 切 向 量 的 相对 长 度 一 定 都 为 正 并 且 趋 近 于 零 ， 这 就 保证 了 
第 有 眉 曲 线 上 无 奇 点 和 拐点 (图 24). 


(i=0, 1, Ut n), (7.11) 


图 24 
所 谓 张 力 参 数 取 得 充分 大 , 意思 是 只 要 取 定 量 的 估计 式 
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Pi-2 = i17 Pa Di 


pmax (=~, CER I 
Aya}sin Piaf? pa l Sin qui] 
3.8 6.2 
OA $e era G 7.12 
A, sin gxl ? xen aT) ( ) 


第 5 段 曲 线 上 ， 也 就 没有 奇 点 ， 没 有 拐点 ， 证 明 的 细节 这 里 从 略 
( 刘 频 元 (21, 1979), 

WR, (7.12) 式 是 一 个 相当 
保守 的 估计 ， 它 的 意义 在 于 说 明 
用 三 次 参数 曲线 段 构造 大 挠 度 的 
保 凸 张力 样 条 曲线 的 可 能 性 ， 实 pua 
用 上 , 为 了 保 凸 , 可 以 仿照 上 一 章 
DIET NE E 
每 个 pi 的 迭代 程序 ,对 此 我 们 就 不 仔细 介绍 了 . 

83” 有 大 张力 参数 的 样 条 曲线 的 特性 

用 (人 .6) 式 中 的 向 量 作出 新 向 量 

C, P0) - P, ,- P(8—20L, 
-—1)*P1 (0) +8¢—D PL (D) 
i Dm FOG Dm, «ixi, 
只 要 注意 到 当 #4E [0, 118], 
max |£(£— 1)*| «max |f(£—1) | = 
UR (1.102, 我 们 便 有 
(GO |< C meal + m D e 


它 的 几何 音义 是 这 样 SRE ea pii pco pua C0) Bb, OE 6 
线段 莫 在 平行 于 弦 PaP AUR, BOOBS Gn 


W25), 这 表明 ， 当 pts 一 pi 一 py 一 prt ro, SB OO AREE 
POR PAP, HEM OAD: 知道 ， 此 时 两 个 端点 切 方向 分 
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别 趋 近 E, M E. 
样 条 曲线 在 Pii 处 的 曲率 


EE TOES HOY 
Uc IP 

_ SLP; (0) x Ld -2(Pt (0) x Pi (D1 
E POT 


Slm ax eid — 2 [m a x mi) 
ATI j 


因此 , 当 pi-a= pii = pr >c PY, kioo, 

综合 起 来 , 我 们 得 到 结论 如 下 ; 

当 pr>coe HY (—0, 1, =, n) 

CD EPR MRO RRS IDE, 

(2) 样 条 曲线 在 型 值 点 P, ABRUUTIS mo EB, 0, 1, +--, 2), 

(3) HEAR RERE Py 处 的 曲率 Eo 0o =O, 1, e, m). 
KN, ERTSEERACK E DHORTUGETRAOL. DUDUESTEMBA 
处 有 一 个 光滑 的 急 转 弯 , 使 得 样 条 保持 OC? 连续 ， 这 就 是 有 大 张力 
参数 的 样 条 曲线 的 几何 图 象 . 


7.4 Manning 的 归 范 样 条 曲线 


1974 年 ， 英 国 的 Manning 利用 三 次 参数 曲线 段 构造 了 一 种 

C* 连续 的 插值 样 条 曲线 ， 他称 之 为 归 范 样 条 曲线 ， 在 国外 使 用 三 

V BMC ALBO HUS O 连续 的 插 信 样 条 的 工作 中 , 除了 在 8 6 介 

l 绍 过 的 累加 弦 长 三 次 参数 式 外 ， 这 是 
ro” \Pe 另 一 种 值得 注意 的 样 条 曲线 


本 节 中 ， 我 们 先 简 要 介绍 这 种 归 
; ^ NGA BEN, PUSBIBI—A 
m os OE, YAEL REUS UIS 


AEN, BFR ARARIZ KBR AR TR ERE UN AG 
阶 项 的 情况 下 是 一 致 的 , 因此 它们 有 着 同样 的 逼近 阶 .。 
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取 一 段 分 别 以 Poft Ps 为 两 端点 ,以 卫 '(0) 38 P' (1) 为 两 端 

点 切 向 基 的 三 次 参数 曲线 段 PE, (€ [0, 1). 设 端点 切线 角 为 
Go fi G2, RK = PoP; (E126). 按照 Manning 的 规定 , 曲线 段 在 
Wi 3j E 8) UT VT Bt e HE 

; 2i | 
| P'(0)] Ue Spee yy 

L+o cos 64+ (1— o) cog Oo (T.13) 

|P'(D|- 


14-c cos E d-syes 的 

这 里 og 是 在 0 和 工 之 间 适 当选 择 的 一 个 常数 ， Manning 在 1972 
ERIGE o —1, 在 1974 年 发 表 的 文章 里 他 建议 取 o= 瑟 , 因为 他 
认为 这 是 在 作 了 一 系列 图 形 试验 后 得 到 的 最 满意 的 经 验 数据 ， 他 
称 满足 (7.13) 式 的 三 次 参数 曲线 段 为 归 范 曲线 段 ， 用 归 范 曲线 自 
构造 的 0 连续 的 插值 样 条 就 称 为 妇 范 样 条 曲线 ， 

设 平 商 上 已 经 给 定 mw+ 工 个 型 值 点 PiG= 0, 1, n). 前面 
已 经 证 明 ，(7.7) 式 的 成 立 是 为 了 第 0 段 和 第 i1 Se EE 
接 的 型 值 点 P 处 要 达到 Cs 连续 的 充 要 条 件 ， 它 们 的 连接 方式 如 
图 27 所 示 . 


图 27 


wWs= (PLD, r= | Prk0) |; E 


量 为 Ta & PaP Ei A rpg EN eo A QC 18) 3S, ER o 
B, (6.7) Fi 可 以 写成 
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P) T, Pion) Sr Tan (7.14) 
式 中 

L 2l. 
me UU PAUL. UU. 

|o as( Tati Pjes 

(7.15) 

一 

t 14(2 T. T.)-e 


ESAE RRE — UCAIC ELER, 关系 式 作 .89 一定 成 立 ， 为 
了 要 达到 O 连续 , (7 .9) 也 必须 满足 , 其 中 的 Do. 按照 (7 1 
改写 (7.9): 

Y VELEITQUI By ts — riari Tha — 81844 Y 
G=1, 2, =, n—1), (T.16) 

其 中 x =rei| 2 (ry ts) F i ra]. 
这 就 是 归 范 样 条 曲线 的 连续 性 方程 , 类 似 地 , ES. BIA 2A a 
条 件 , 它们 全 体 便 构成 了 完整 的 连续 性 方程 组 . 形式 上 和 上 一 节 的 
参数 张力 样 条 有 些 相仿 显然 , (7 .16) 中 的 第 个 方程 包含 Ti, 
T, Tha 这 三 个 未 知 方向 的 单位 向 量 . 然而 它 却 是 非 线 性 方程 
组 , 因而 给 我 们 带 来 了 求解 的 困难 .为 此 ，Manning 设计 出 一 种 
述 代 技巧 来 求解 (每 一 步 都 取 % 二 1, 2, ---, n—1); 

(D 选择 单位 向 景 T, 合理 的 初 值 ， 例如 Tf Pes Pos; 

(2) 从 (7 .15) 计算 型 值 点 Pi 左右 两 边 的 切 向 量 长 度 7; 和 


(8) Er, s 和 人 ;的 初 值 放 到 (7 .16) 的 右 端 , 由 此 计算 得 到 
新 的 单位 向 量 T: 
(9 TT RED, 

(B) BH OD, 3), 4), 直到 过 程 收敛 . 

据 Manning 本 人 的 认为 , 还 有 一 些 存 在 的 问题 ， 
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(D) 可 能 出 现 迄 代 过 程 不 收敛 的 情况 , 虽然 他 还 没有 遇 到 过 ; 

(2) 解 不 是 唯一 的 ， 例如， 由 于 T 是 单位 向 量 ， 我 们 对 于 
(7.18) 左 端 系数 x 的 绝对 值 没有 兴趣 ， RRT on 的 符号 仍然 
存在 一 个 任意 性 ， 在 局 部 小 挠 度 情 况 下 到 定 00770, 那 是 没有 问题 
BJ. SABARE MSN, WORE «40, 也 可 以 取 定 Tr > 
0, 以 保证 每 迭代 一 次 Ti 的 方向 变化 不 超过 90°, 一 般 讲 , 这 两 种 
取 法 将 导致 同 一 结果 ， 人 得 是 也 存在 一 些 具 有 不 同 结果 的 例子 (如 
图 28), 


图 28 

解 的 不 唯一 性 是 数据 不 完全 的 缘故 ， 决定 这 样 一 条 曲线 , 仅 
仅 给 出 8 个 型 值 点 是 过 于 稀疏 了 ， 这 或 许 不 能 被 认为 是 他 的 方法 
的 缺点 ， 

用 我 们 的 话 来 讲 ， 这 种 问题 的 出 现 应 当归 因 于 局 部 大 挠 度 . 
从 图 上 看 出 , Ly 和 Ls 所 夹 的 角 近 于 150"， 工 程 上 称 型 值 点 Po 
Ps Ps 之 闻 是 一 个 “ 软 档 ”， 就 是 说 信息 不 够 ， 对 于 这 种 捕 况 ， 本 
来 就 禹 妆 人 为 地 附加 一 些 规定 性 , 以 便于 完全 决定 这 条 曲线 . 

在 局 部 小 挠 度 情况 下 , 我 们 可 以 将 人 .15) 81 (7.16) 线性 化 , 由 
此 得 到 

r= hal1+0()], 

a Wh 
以 及 
MP at Tt wT -BEte GG-=1,2,.,n~—1), (7.18) 
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hn 
APOE A Libo 


E, =r + iura, 
如 同 § 6 PAT RIM RA RKDS RAR Bl 2 ETE JH NL JT A — 
TF, 将 连续 性 方程 人 7.18) 投影 在 eni k, 我们 得 到 
dg cos (4.1 — 94) + CoS it ua 608 (Orra t Pira) 
=8 (Ay cos git u) 十 Do G=1, 2, +, n—1), 
将 上 列 方程 组 再 线性 化 , RNA 
At pipi-8-0(p)  (6—1, 2, =, n—1), 


， pra B+ > dit |&| =0 (°), 


= _k 
ar ee Fa 


从 此 得 到 
p=2+0(9) G=1, 2, +, n—1), (7.19) 


其 中 p-max|g|. 


我 们 将 (7.19) 代入 归 范 样 条 的 切 向 量 连续 性 方程 (7.18) 中 ， 
再 同 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 的 切 向 量 连续 性 方程 (6.4) AR, 容 
易 看 出 ， 它 们 的 系数 矩阵 相同 ， 只 是 右 端 各 项 相差 一 个 长 度 为 
Op?) 的 向 量 ef, 

我 们 进而 来 讨论 这 两 种 样 条 的 曲率 连续 性 方程 之 间 的 差别 . 
为 此 , 用 向 量 PO 和 Pius (0). 依次 边 边 叉 乘 07.8) 的 两 式 , 利用 
(7.14) fl (7.17), 并 沿用 $6 的 图 13, 不 过 要 把 图 中 的 mes, M, 
mus 依次 改 成 Tea, Tr, Tus, MERER BP A E fa OA ov BY 
指向 , 我 们 便 可 推 得 

{ lb = 2 (29, + 0-1 + 29,) 4-0 (95), 

Uyak = — 2 (pirri + 20+ Gia) +0(p*) 

AH ky REA TES S Pi RUE SE, BR 


ii =— i (254 +h) +0 (9°), 


@=1, 2, ae n—1), 


I= FE bis 9k) — H+0@), 
于 是 得 到 归 范 样 条 的 曲率 连续 性 方程 
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Hilat Wht dubia = BK +0@*) G=1, 2, =, n—1), 
RAAB BM RE CB HH B5 REE ET BB (0.12 BRE € 

部 是 相同 的 , 两 者 的 差别 仅 在 高 阶 项 0) P, 

我 们 结合 到 8 6 中 第 二 个 问题 的 讨论 , 就 得 到 结论 : 对 于 同一 
组 局 部 小 搁 度 型 值 点 ， 上 述 丙 种 样 条 在 型 值 点 处 曲率 的 逼近 程度 
38 0(95, 从 而 曲线 的 这 近 程 度 为 0(g*)， 这 就 说 明了 ， 当 把 归 范 
样 条 曲线 实际 应 用 于 局 部 小 挠 度 型 值 点 时 ， 在 一 般 工 程 需要 的 精 
度 内 , 无 论 人 .18) 中 的 c 在 [0, 中 取 和 什么 数 ， 人 们 也 不 会 觉察 
出 什么 差别 来 ( 刘 允 元 (11, 1978), 
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§1 F R 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 介绍 了 样 条 函数 和 三 次 参数 样 条 阳线 ， 
而 主要 应 用 它们 色 插 值 的 场合 . 这 些 揪 值 曲线 适用 于 船舶 、 飞 机 和 
汽车 外 形 的 数学 放样 工作 。 在 数学 放 祥 程序 中 , 有 的 是 先 光 顺 型 
值 点 , 然后 播 值 连 成 线 , 有 的 是 先 捅 值 , 后 光 顺 , 而 再 播 值 ， 

这 一 套 办 法 , 当然 可 以 移 用 到 船舶 .飞机 和 汽车 的 外 形 设 诗 工 
作 中 去 ， 在 外 国 这 些 部 门 的 一 些 著 名 的 大 公司 里 , 已 经 形成 了 从 
设计 到 制造 的 整个 系统 , 运行 多 年 , MAMA SA, 

然而 , 就 外 形 设计 来 讲 , 初始 给 出 的 型 值 点 往往 并 不 精确 、 除 
了 少数 几 个 必须 满足 的 性 能 指标 以 外 ， 美 观 性 的 考虑 占 了 不 少 份 
R, 自由 度 是 相当 大 的 ， 因 此 , 用 样 条 曲线 精密 地 插值 这 些 本 来 就 
是 粗糙 不 堪 的 原始 型 值 点 , 实在 是 一 种 浪费 ， 

大 家 都 知道 , 为 了 画 一 辆 汽车 外 形 , 即使 再 览 脚 的 两 家 , 也 不 
会 先 在 图 纸 上 标 一 些 “ 型 值 点 ”， 然 后 连 起 一 条 “ 擂 值 ”曲线 来 的 . 
他 是 用 折线 段 久 出 一 个 轮 廊 ， 再 用 一 些 光滑 曲线 段 E "这 些 折 
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本 章 将 要 介绍 Bézier HAR, 以 及 它 的 拓 广 , 即 B RRR, 这 
一 类 曲线 就 是 用 光滑 的 参数 曲线 跨 逼 近 折 线 多 边 形 的 一 种 数学 
表示 式 来 决定 前 .原始 的 想法 很 可 能 受到 打 轮 廊 、 画 汽车 的 启 
E. 

从 1962 年 起 ， 法 国 雷 诺 汽 车 公司 的 工程 师 Bézier ^? 9 开始 
构造 他 的 以 “逼近 ”为 基础 的 参数 曲线 表示 法 .以 这 种 方法 为 基 
珊 ， 完 成 了 一 种 自由 型 由 线 利 曲面 的 设计 系统 UNISURF, 1972 
年 在 雷诺 汽车 公司 正式 使 用 。 这 就 中 Bézier the, 

设计 的 过 程 大 致 是 这 祥 。 从 一 块 小 粘土 模型 或 一 根 手绘 的 沿 
线 上 了 到来 一 些 数据 ， 以 原 尺寸 把 它们 打 在 图 板 上 . 外 形 设计 师 用 
普通 的 制图 工具 手工 地 描 出 这 根 曲 线 . 然后 从 这 张 草图 上 估计 出 
Bézier 多 边 形 的 各 个 顶点 堂 标 , 输入 计算 机 , 出 数控 绘图 机 画 出 相 
应 的 曲线 ， 对 于 空间 曲线 , 则 在 两 个 平面 投影 中 , 即 在 两 视图 上 分 
别 加 以 有 逼近. 一般 说 来 , 只 要 稍为 调整 B6zier 多 边 形 的 顶点 , 经 过 
几 次 选 代 便 可 得 到 满意 的 结果 . 

使 用 者 对 于 这 一 套 方 法 的 数学 原理 可 不 必 详 细 T $Æ, Bézier 
Jj 1 e £86 BS Be HE HE 8: [8] ILA Re AS BE TB Er 
观 的 地 步 , 使 得 设计 师 在 计算 机 上 实现 起 来 , 就 象 他 使 用 常规 设计 
和 作 图 工具 一 样 得 心 应 手 . 

在 1972~1974 年 期 间 ，Gordon、Riesenfeld 和 Forrest 等 受 
到 Bézier 这 样 用 多 边 形 控制 曲线 形状 的 启发, 把 B 样 条 函数 扩张 
成 参数 形式 的 BRR, RRA y BES WIE RK ee BK 
条 曲线 .特别 有 用 前 是 三 次 式 和 二 次 式 . 同 Bézier Hh £R48 Ho 8t, 
除了 共有 的 直观 和 保 凸 这 些 优点 外 , 还 具有 下 列 优越 之 处 ， DS 
部 修改 只 影响 邻近 几 段 ,不 会 牵 一 而 动 百 ， (2 对 特征 多 边 形 逼 得 
更 近 , 便于 控制 ; (3) 多 项 式 的 次 数 低 , 计算 简单 ， 由 于 这 些 优 点 ， 
召 样 条 间 线 在 外 形 设计 中 可 能 算是 很 有 前 途 的 东西 . 
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$2 Bézier di 线 


2.1 定义 和 性 质 
Se n1 个 空间 向 量 丸 (i=0, 1, «5, n), Hm RBM ih RR 
P) -$ BB.) 0<t<1, (2.1) 


为 Bezier AR, 式 中 已 置 二 项 分 布 密度 为 
ae =O 0-17*, 


4 Ll ; (2.2) 
Ot ($— 0, 1, Ut n). 


在 取 定 原点 0 以 后 ,依次 用 线段 连接 OG =0, 1, +, n) pd 
邻 两 个 向 量 的 终点 ， 这 样 组 成 的 % 边 折线 多 边 形 称 为 Bézier 多 
边 形 , 或 特征 多 边 形 . 
1 我 们 知道 , 在 区 间 [0, 1] 上 
单 参 数 的 % 次 代数 多 项 式 全 体 
组 成 十 1 维 线性 空间 An BA 
(2.2) rp ffj n+l 4 oH Bi, a(t) 
? 1 =O, 1, ++, n) 是 线性 无 关 的 ， 
图 i 所 以 它们 恰好 构成 空间 P, 的 一 
组 基底 ， 每 个 函 教 B.) 叫做 Bernstein WAR. HIRET 
n=5 BIB Bernstein ÆRA AB. 
容易 证 明 ，Bernstein 3 p HAA F 9 HEM: 
(1) Ete. 
=0, 4#=0, 1, 


Bes (0 io "4 (c (0, 1) 
Bo, a (0) = B, CD =Í, 
By, (1) = Bn a (0) =0, 
O<Bon E), Bm 1, 24 £€ (0, 1), 


(6-1, 2, mee) n—1); 
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(2) Sft. 
B,D 51, t€[0, 1). 
(3) HERH. 
B, s) = Bpi n (1t) (4=0, 1, aor) n). 
(4) 导 函 数 ， 
BL! = {Bi 15-1 — By» i0) ($— 0, 1, trs n). (2.8) 
(5) 最 大 值 . 
B.) 在 # 一 全 处 达到 最 大 值 ， 


(6) 递 推 性 . 

Bu) = (1—0 Bi, a) Bou sa). GEO, 1, +, 2), 

注意 ， 为 了 书写 的 简洁 , 这 里 和 以 后 , RNA-Me. LA 
标 超出 范围 以 致 记号 不 具 意 义 时 , 例如 五 ls 信和 Ba a1 E) 等 ,都 
要 把 它们 理解 为 零 ， 

从 上 述 Bernstein 基 冰 数 的 函数 性质， 可 以 导出 Bézier 曲线 
2.1) RAPALA ER, 

CD) 端点 性 质 , 

从 性 质 (了 得 到 PO) — 6, PA) = 如， 这 表明 了 Bézier 曲线 
是 以 io FI b, 为 其 起 端 和 终端 的 . 

AQ.) AERA) A 


P'(t) =n >) Bl Busca) — Bia) 


=f 3 D, 4, a-i (好 ; (2 š 4) 


A Pic a,=6,—6.,¢=1, 2, CU. n), RR Bézier ZuJE m xi 向 
5H. 

4.2.4) 92) P'(0) =n, P'(1)—-na,. W Bézier 曲线 是 
分 别 以 .qx 和 es 为 其 起 端 和 终端 的 切 方向 . 
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类 似 地 有 P" (0) =ni- 1) (a3—a), P"(1) »(—1) (a, 
一 ca-1) ， 因 此 曲线 在 两 端的 副 法 线 向 量 分 别 是 

y (0) =P’ (0) x P" (0) —n*(n —1)d1 x as, 
Y (OO sg P' (1) x PMD) =n? (a—1)a, X a, 

一 般 地 ， 起 点 的 了 OS POCO) 仅 同 相 邻 的 条 边 向 量 
d(—-1,2,.-, DNAR, 与 更 远 的 各 条 边 无 关 ， 终点 情况 是 与 此 
相对 称 的 . 

(2) 对 称 性 ， 

现在 , 我 们 保持 Bézier 曲线 2. 了 的 诸 顶 点 b 的 位 置 不 变 , 只 
把 次 序 完 全 颐 倒 过 来 ， 倒转 得 来 的 新 多 边 形 顶 点 记 为 6; - ou 
一 0 1,，，…, %}、， 这 样 得 到 的 一 条 Bézier 曲线 是 符合 原来 曲线 的 ， 
只 不 过 有 相反 的 定向 而 已 (图 驴 . 这 是 因为 ， 记 新 的 Bézier 曲线 
Ay POR, 

PO) = SOB, AO = 3) b B, 0 DB nD 


=È bB,- =PO), 


这 个 性 质 告诉 我 们 ，Bkzier 曲线 及 其 多 边 形 的 两 个 端点 的 地 
位 是 对 称 的 (并 不 是 形状 对 称 )， 一 条 Bézier 茵 线 在 起 点 有 某 种 几 
何 性 质 的 话 , 它 在 终点 也 有 相同 的 人 性质 . 


Pt(t) = P(i-t) 


ma ES 
(3) Pr & 
从 Bernstein J& rj 3i f$] HE i M (2) f8 HI, Bye) =, 1, 
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… n) FRA. XET BERI t PO ASU A Wu 6g 
0, 1, --, RIFES, MAF HOUR B® G=0, 1, +, 2), 
这 个 事实 反映 到 几何 图 形 上 来 ， 就 意味 着 Bézier 曲线 落 在 其 特征 
多 边 形 的 凸 包 之 中 (图 S). 

(4) 几何 不 变性 . 

Bézier H 28 (2.1) J& fo] Bk 38 555, 曲线 的 形状 仅仅 与 特征 多 边 
形 的 各 项 点 &aG=0, L, …, n) 有 关 ， 因 此 ， 它 不 依赖 于 坐标 系 的 
选择 . 

现在 来 看 几 个 低 次 Bézier H £18 +: 

4n-1 it, (2.1) 3X 

P(t) =(1-)6)4+1h, 0<t<1, 
所 以 一 次 Bézier 曲线 是 以 和 和 本 为 首 末 两 端点 的 连接 线段 . 

3in-2Hf, 2.1) 式 是 关于 上 的 二 次 参数 曲线 、 因 此 二 次 
Bézier 趴 线 是 一 段 抛物 线 ， 它 的 拖 阵 形式 方程 如 下 ; 


1 -2 178 
P(-[[f? : 1] -2 2 0 1 xixi. 
1 0 0j b, 


从 Bézior 曲线 的 端点 性 质 知道 , 这 段 抛物 线 以 bo PI Da 为 两 端点 ， 
以 2a, 和 2d; 为 两 端点 的 切 向 量 ,而且 有 P) 5 eb5, x 
p Bt =F Goths), Bil (二) 就 是 Abobabs 的 中 线 bib" 上 的 中 
&ü 4. 
362-8 时 , 三 次 Bézier 曲线 (2.1) 是 三 次 参数 曲线 段 的 一 种 
特殊 表示 式 。 它 的 矩阵 形式 方程 如 下 : 
-1 8 -3 1b 
8-6 8 0 | 
-3 8 0 olt 
L 1 0 0 0.5, 


P@O=+H tt of 


i O<i<t, 
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b b. baa 


a by b, 


b*/ 
a ee eh et by 


图 4 图 5 


我 们 利用 上 一 章 的 结果 ， 可 以 弄 清 楚 平 面 三 次 Bézier 曲线 的 形状 
与 它 的 特征 多 边 形 之 间 的 关系 ， 这 些 将 在 2.4 RR, 

高 于 三 次 的 情况 比较 复杂 , 许多 问题 都 有 待 子 理论 上 的 解决 ， 
比方 , EF RLF TREES AD), 请问 ， 它 所 对 应 的 
Bézier HA LALA, 有 几 个 奇 点 ? 

目前 所 能 做 的 ,仅仅 是 从 遐 近 的 角度 看 看 Bézier 曲线 同 它 的 
特征 多 边 形 之 间 有 什么 关系 、 AE, 先 回顾 一 下 函数 逼近 论 中 
Bernstein 多 项 式 的 一 些 逼近 性 质 . 

dt fO) ERI LO, EREE, 则 


B, = (LB) O<) 


PKA BHR f (2) M n e Bernstein 多 项 式 . 4 noo 时, Bernstein 
ERRIZ B, (S. OERKE, 1] ERR f). 更 进一步 
说 , 35 f(0 Eo, 11, Wy n> 时 , BPC, HELO, 妇 上 也 一 
Sou Scr FOO, 

遗精 的 是 这 种 收敛 速度 非常 缓慢 ， 致 使 Bernstein 多 项 式 在 
一 个 相当 长 的 时 期 内 没有 找到 实际 应 用 . 

然而 , 如 同 .B FEAR PASE RE, Bernstein 多 项 式 也 具有 VD 性 
上 质 ， 事实 上 ， 己 经 证 明 ， Bernstein 基 范 数 是 重 节点 B 样 条 函数 
的 一 个 特例 . At, Bernstein 多 项 式 逼 近 必定 具有 和 良好 的 光 顺 
性 : 它 的 拐点 个 数 不 会 超过 被 逼 函 数 SONATE, Tg f) 
FE AR, 那 末 每 一 个 BLCA, Dew, Bernstein 多 项 式 在 


821 Bézier dà 线 107 
BAKER LGR RT HGB RUNS RE, 这样 一 个 优美 的 逼近 性 
质 , 使 得 Bernstein 多 项 式 特 别 适用 于 外 形 设计 , 这 是 因为 在 这 个 
领域 里 , 逼近 式 的 大 范围 几何 性 质 比 通 近 的 接近 性 更 为 重要 的 缘 
故 . 

Bézier 曲线 (2.1) 的 每 一 个 分 量 都 是 Bernstein 多 项 式 . (2.1) 
不 过 是 Bernstein 多 项 式 的 向 量 信 形式 ， 可 以 期 望 ，Bézisr HA 
在 于 近 特 征 多 边 形 的 过 程 中 ， 将 会 继承 Bernstein 多 项 式 良好 的 
几何 有 谴 近 性 质 。 这 样 , 我 们 就 有 可 能 用 调整 特征 多 边 形 的 项 点 来 
控制 Bézier 曲线 的 形状 ， 实 践 证 明 , 这 种 设想 是 可 行 的 , 有 效 的 . 
然而 , 要 是 因此 就 认为 平面 Bézier 此 线 直 然 而 然 地 具有 7 也 性质， 
履 是 一 欧 误 解 ， 因 为 一 到 参数 曲线 的 场合 ， 间 题 要 复杂 得 多 . t 
如 ，% 次 多 项 式 函 数 最 多 只 有 nn 一 2 个 拐点 ,而 多 次 平面 参数 曲线 
至 多 可 以 有 2% 一 4 个 拐点 ,更 不 要 谈 还 可 能 出 现 雪 (mn 一 (nD) 
个 奇 点 呢 CSR AIR PRE). 最 近 ， 我 们 证 明了 平面 % 次 
Bézier H Reo tk eR, 就 是 ; 在 平面 上 , 当 Bézier SUB nm oO, 
Bézier 盟 线 也 是 是 的 ， 即 曲线 段 上 不 存在 奇 点 和 拐点 O0 f 元 ， 
1980). 

在 本 节 一 开头 给 出 的 定义 式 (2.1), 8 29 Bézier 曲线 的 
Bernstein 表示 ， 那 大 在 1972 年 前 后 几 了 orrest 等 人 所 发 展 的 
(Forrest, Gordon & Riesenfeldc) 、 这 样 ， 在 建立 了 Bézier t 
| ie) Bernstein 多 项 式 的 联系 之 后 , 就 可 能 通过 Bernstein 多 项 式 
的 许多 已 知性 质 , 更 深刻 地 探讨 和 理解 Bézier 曲线 的 行为 ， 

XX Bézier 起 初 是 用 特征 多 边 形 的 边 向 量 ac 1, 2，…， 
n), 加 上 首 顶 点 向 量 ao — Do 来 定义 Bézier 曲线 的 ; 


PO =È afaa), 0<t<1, (2.5) 


Q D AoCRIESEH Bézier SUP MAAR GRIN SIR SH, 
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式 中 


" = 1, 


( Di dt (1—0*—1 : 
fun Gay ge 6-12 9. 


经 过 直接 计算 , RNA BRK Fes O (6-70, L, e, OA 
Bernstein KAW B, (2) (6-0, 1, +++, 之 间 存 在 下 列 关 系 ; 


(D fan =B aO G-1 2 9, (2.6) 
(2) fea®—fuar® CE (2.9 
(3) fin =nB uu, 400 G=1, 2, +, n), (2.8) 


这 些 关系 式 依 次 说 明了 下 列 三 个 事实 . 

(1) frn O (691, 2, o, n) EEK m KERR, H firn 0) = 
0. faa (1) =1 G=1, 2, «+, n), 

(2) 对 于 固定 的 i (0, D, fea) G=0, 1, +, MRF $ XE 
严格 递减 的 . 

(3) 4 à BEN (2980), firn) 
XT Cio, LIFE Fa ib Y iR e 

综 上 所 述 ， 可 UA IB PS CE 
Jin © G0, 1, +, 0) 的 图 形 大 体 
上 如 图 6 Bra. 

利用 关系 式 (2.7) 和 Bézier 多 
边 形 边 向 量 与 项 点 向 量 的 关系 = 
一 如 1 一 0，1,，…'，%) ,我们 立即 推出 Bézier 曲线 的 两 种 表示 式 
(2.1) fi (2.5) 2 SH A, 

函数 族 LPs (00 并 不 象 Bernstein H BH (Bs, (0 WRR A 
而 为 人 人们 所 熟悉 的 .如 果 人 们 初次 见 到 Bézier 的 定义 式 (2.5) 的 
话 , 那 末 正 邵 穗 坂 入 所 讲 的 那样 , 留 下 的 印象 是 “好 象 从 天 上 掉 下 
来 似 的 。 


"A 
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2.2 几何 作 图 法 

当 特 征 多 边 形 顶 点 如 人 ==0, 1, …, 内 给 定时 ,为 了 画 出 所 对 
应 的 曲线 (2.1)，bBérier 曾经 给 出 一 各 有趣 的 几何 作 图 法 ， 

对 于 固定 的 #E [0, 各 ， 我 们 在 特征 多 边 形 以 如 和 Btz 为 两 
端点 的 第 宇 条 边 上 找 出 - -点 PLO, $s} At: (0-0, 
于 是 得 到 分 点 

P. -u—0b; tbi (=0, 1, -, 2-1), (2.9) 
这 % 个 点 组 成 一 个 一 二 边 形 ， 对 这 个 新 的 多 边 形 重 复 上 述 强 
作 ,得 到 一 个 % 一 2 边 形 的 顶点 PÀ (6-0, 1, n-2), Hx 
Sit, ESE KLE, RA FTA PO). 它 就 是 Bézier 
曲线 (2.1) 上 对 应 于 参数 的 点 PO). ib t 在 (0, 1] 之 间 变 动 
我 们 就 得 到 Bézier ii (2.1), MAE nPar Paaa 是 曲线 在 4 
点 的 切 向 量 。 BUDRET n-4, 言 的 点 的 作 图 过 程 ， 


这 样 一 个 几何 作 图 过 程 , 在 代数 上 对 应 于 - -个 递 锥 算式 
Pd) = 0-0P, a0) Hi, E, Oxt«l 
1-:1,2,-.—,n 
El. 1, =, n—l ) (2.10) 
RPR Puo =b G=, 1, +, n), dbi 二 表示 递 推 的 步 数 ， 指 
标 宗 表明 该 点 是 属于 相应 多 边 形 的 第 ?二 1 边 . 
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FH, 我 们 将 用 数学 归纳 法 (关于 n) WEH, 按照 (2.10) hE n 
次 的 最 终结 果 Po), 就 是 Bézier Hg 22 (2.1) EI A PO: 


Ps sb) =È Bin by, 2.11) 


4n=1 kj, (2.11) BARZ. 

我 们 注意 到 n—1 DE bobr b, . 按 (2.10) 递 推 % 一 1 次 之 后 
生成 了 Poni), Wi5j— n—1 边 形 bbe--b, ERT Pa]. 
假设 对 于 任意 的 mn 一 1 UES n-i 次 后 我 们 有 了 


Po,a-1 (t) ms b: B, s-i (t) b, 


Pani) = S By sa (D Do, 


那 末 根据 定义 
Pon) = 0 — 0 Po, nat) UPS 


= (1—t) S Bia ()b +i » Bia, 0-10) by 
=$: (7 0B, s) +tB rn (35 


=$! B, n () By, 
这 就 证 明 , 对 于 任意 的 % 边 形 梧 (i 一 0, 1, «+, n) ik (2.10) B 
He n X ZIG TAL RR Pon OMERE CDHE PO. 
TA, 
«(0 =$ B, (bon Uis Bow i} 
EMP in) ~ Powa (0) Pox Pi ua, 
Bi EI nPo Ps n 确 是 曲线 在 二 点 的 切 向 量 , 


2.3 EWH i (Hodographs) 


后 , 必 有 一 条 Bézier 曲线 与 之 对 应 , B 
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L; P® =J lifen, O<t<1, 


EÈ n HA i=1, 2, T n) Bia ARES RA O, HK 
次 用 线段 连接 它们 的 终点 ,我 们 便 闭 得 一 个 新 的 mn 一 了 边 形 , 而 这 
个 多 边 形 本 身 又 有 对 应 的 w 一 1 次 Bézier 曲线 H(A 8), 五 的 方 
程 是 


H, QO -Bnd), O<i<i, 


或 者 用 (2.8) 式 改写 为 
Ro - afi -二 P'O, ^ Q2) 


{=I 


这 表明 , 除了 一 个 常数 因子 o 外 ,五 就 是 荆 的 切 向 量 曲线 ， 因 


此 称 这 条 "一 1 次 Bézier 曲线 H AMA WH n ix. Bezier 册 线 的 速 
端 曲线 ， 

当然 还 可 以 考虑 H 的 速 端 盟 线 , 即 卫 的 二 阶 速 端 曲线 , 而 H 
是 五 的 一 阶 速 端 曲线 ， MR t 代表 时 间 参 数 , 于 是 荆 描 述 了 一 个 
质点 运动 的 轨迹 ， 那 末 一 阶 和 二 阶 速 端 曲 线 分 别 具 有 速度 和 加 速 
度 的 物理 意义 . 

一 般 地 , 我 们 可 以 讨论 工 的 s 阶 速 端 曲 线 , 特别 是 %w 一 2、n% 一 1 
和 包 阶 速 端 曲 线 , 它们 分 别 是 一 段 抛物 线 .一 线段 和 蜡 于 原点 0 的 
一 个 点 。 更 高 阶 的 速 端 胸 线 剖 重合 到 原点 0. 

速 端 临 线 五 比 原则 线 工 降低 1 次 , 可 能 较为 简单 。 因 此 , A 
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们 希望 通过 A 的 特征 研究 来 了 解 工 的 性 质 . 

在 实际 研究 空间 曲线 的 图 形 和 忻 质 时 ， 通 常 是 把 它 投影 到 两 
BAER E. 现在 我 们 把 曲线 五 及 其 速 端 曲线 H 投影 到 过 原 
点 的 间 一 张 平面 上 ， 而 且 用 同一 记号 PO MOO RARER 
X. RARE © REO RU TP de c RR 

Q) s OQ urr oos, POE OKH 

D ROUF, Tn H. Q(O J& Q0) 18:88 A s ou, © 
在 PG) 将 是 零 曲 率 的 但 非 拐 的 点 (图 9 和 10); 

(3) WERO 重合 于 原点 0， 则 POJX QR, TA 
PO s QC) MP RM MARE A 11), 

这 三 项 性 质 的 证 明 并 不 复杂 , 留 给 读者 自己 处 理 . 

当 m=3 时 ，( 内 是 二 次 Bézier 曲线 ,也 就 是 一 段 抛物 线 ， 通 


Pt) 一 P(t) 
® am 
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过 它 , 我 们 可 更 具体 地 了 解 三 次 Bezier MRO. 

(D) 如 果 原点 D 在 抛物线 的 外 部 , 并 在 三 角形 RORO 
内 部 , AO E CAE REA bo. 它们 相对 于 PO) 和 P(1) 的 位 置 ， 
REENE 上 的 对 应 点 想 对 于 @(0) MO) 的 位 置 一 样 (图 
12). 

(2) 如 果 原 点 0 在 抛物 线 的 内 部 , 则 (上 无 拐点 .要 是 O 还 
ERROU 之 间 ， 则 在 O 上 存在 两 对 共 轿 点 
PO), Pa) 和 PO), Plm)， 所 谓 共 轿 的 -对 点 , 是 指 的 切 疝 平 
行 且 方向 相反 (图 18), 

(3) 在 无 限 这 处 ,全 的 切线 平行 于 挑 物 线 的 轴 . 


Pon] PU) 


P(O) 


2.4 平面 上 三 次 Bézier 曲线 的 形状 控制 
我 们 在 上 一 他 利用 速 映 曲 线 来 具体 分 析 平 面 三 次 Bézier 曲线 
竟 拐 点 和 人 尖 点 , 取得 一 些 成 效 , 但 是 这 种 方法 过 于 间接 ， 而 又 不 能 
包括 二 重点 的 讨论 . 因此 , 我 们 将 着 手 解决 这 样 一 个 问题 , 能 不 能 
通过 对 特征 三 边 形 的 贷 点 位 置 的 调整 直接 控制 二 次 Bezier 曲线 
& E8953 CRISE RMT ACIE CIA oo [4], 1980)? 
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在 平面 土 给 定 特征 三 边 形 Bo6.6sBbs 后 ;建立 图 14 中 的 仿 射 标 架 
{0, Obs, Ob, 其 中 Obs f boba, Ob, / babs, 设 bobs — vObs, baba 
yObo, Mi bs Al b. HARB, DAG, y). KAR, 9y) 为 
特征 三 边 形 Gob.b.b, 的 特征 点 . 


B 14 
以 0b. b.b. 为 特征 三 边 形 的 三 次 Bézier HERE 五 我 们 有 
(SPEI 14), 
定理 ”如果 特征 点 


N, W L ELAR AMS A; 
S, WEELA-THA; 
Rc4 B, WL Li) 
0, 则 工 上 有 一 个 尖 点 ; 
D， 则 五 上 有 一 个 二 重点 , 


3b C xul (s) u-2)- mx. 区 域 刀 的 一 便 边 


FERRO, 5- AUN MENGE UE 3y42—0 Al 32— —— 
923-9 — 0. 
证 明 出 Bézier BRERA AGATE AGB, L Pe a CODI] E 
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fi P'(0)- 3b. 和 P'(1) 35,5, Alt, ^43 LR mx e 
BEH, CROAT CRDI HERE A= 3a Rp e Sy, 利用 
.E—3 85 的 结论 , 注意 到 {O; A, DS IE AGER, 并 且 将 入 Ma 
办 分 别 作 讨 缩 T- 的 变换 , 就 证 得 定理 的 结论 . 

作为 例子 , 图 5 示意 了 代表 岂 种 典型 情况 的 三 次 Bézier iif 
R, 它们 是 在 沪 东 造船 厂 的 数控 绘图 机 上 绘制 的 . 

从 图 15 中 容易 看 出 , 当 三 次 Bézier 多 边 形 为 凸 时 , HERR 
— E EXE 76 D) ANA AN RR NP, BEC wk B6zier th 2x JÉ fü 
西 的 . 


2.5 Bézier 样 条 曲线 


Bézier AE 次 参数 曲线 的 一 整 段 , 但 不 是 样 条 , 然而 我 们 
HY LAGE — Ete Bézier 曲线 光 消 地 连接 起 来 构造 样 条 朋 线 ， 这 样 ， 
在 有 些 问 题 中 (比如 ，Bézier 曲面 片 的 边界 曲线 的 合成 ) ,用 起 来 就 
更 加 灵活 , 更 加 易于 控 测 了 . 

问题 是 , 为 了 在 连接 处 达 型 一定 的 连续 性 , 连接 条 忻 是 什么 ? 

设 已 经 给 定 两 条 Bézier HR LO x) Al Lm WO, 它们 的 特 
征 多 边 形 的 边 向 晤 分 别 是 aim, ua, 和 ia3…a%， 并 设 工 的 终 
点 园 妇 的 起 点 相 一 致 、 为 了 在 连接 处 达到 Ot PERE, 那 比较 简单 ， 
充 要 条 件 就 是 

ai-am, (a0). (2.13) 

对 于 这 两 条 空间 曲线 工 和 说 来 ， 如 果 还 要 达到 C 连续 ， 
WMA LAL 在 连接 处 再 要 满足 下 列 黄 个 条 件 . 

QD) 密切 平面 重 介 , BARH E 

(2) 曲率 相等 . 

从 Bézier 曲线 的 端点 性 质 知 道 , 工 在 终点 的 副 法 线 向 量 和 荆 " 
在 起 点 的 副 法 线 向 是 分 别 基 


Bésior 曲线 及 B TER RE [EX 


116 


i17 


B A 


Bézier 


82) 


ST 


Rd 
tad 
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y (D =n? (2-1) (a, X n), (2.14) 
y' (0) =m? (m—1) (at xa). (2.18) 
FEDER, MAE Gai d. a, a2 Jtr (Fd 16)， 注 意 到 条 
# (2.18), 有 
d; = — Bd, 1+ Nin (2.16) 
式 中 数量 870, 而 数量 m 是 任意 的 . 


d. à 
L z > 
r4 
\ 4 
\ f 
E] 16 


利用 关系 式 (2.13) ~ (2.16), dA Ln l^ 在 连接 处 的 曲率 
分 别 是 


_ 7D| _ wWm—))ja,41x4,| 
KD-cPups ata 


_ (-1) |a- 2X Gul 


n| al”. 
ly*(0)| | m3(m—1) lat xaz] 
E” (0) 20 0) erh 
E XU m? [aj [* 
{m-i |ajxa; _ (m—1) aa,x(-- Bay 1+9) | 
m|eaii* ma” ja, |? 


NEC -Blo axe 
ma? dy: 


由 条 件 CD, &CD — £'(0, 得 到 


m 1 o, 
B- om nis (2.17) 


综 上 所 述 , 我 们 得 到 如 下 结论 ; 两 条 空间 Bézier 曲线 Ln 1X) 
AL" Cn 次 ) 在 连接 处 达到 O* 连续 的 充 要 条 件 是 (3.13) 式 ; 达到 
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O ERRERA., 2.16) m Q.10 X. 

现在 我 们 将 转 到 C 连续 的 二 次 和 三 次 的 两 条 Bézier BF A th 
线 是 怎样 构造 的 问题 . 

O 在 平面 上 给 定 一 个 凸 多 边 形 bob. b, 试 构造 一 条 O iE 
续 的 二 次 Bézier HARA, 其 各 个 结 点 都 落 在 凸 多 边 形 的 各 边 上 ， 
用 每 该 边 相 切 . 

ie E VE SCOB SUR A AG=1, 2, =, n2), Wa a, 
WRK alsi, 2,…, n), WESS 3I E BU S8 EOS Po 分 该 边 成 


E E "T : 
1—2 ($— 1, 2, a n) (图 1%), 


B 17 


如 前 所 述 , 为 了 在 结 点 Pr hb V RIS PH BET Ux Bezier 曲线 达到 
C 连续 , 充 要 条 件 是 人 2.13)，(2.16) 和 人 .17) 式 的 成 立 。 (2.13) 


中 的 


a- tam " 
Ti 
(2.16) F R} 
p= | b Piet xboiPB| _ | pains X $t] 
IP, aba x "2 | (1 ~ 243) li-a X 2d | 
= £t e sin 6, 


(L2; 1) a; 18in 8, 4 * 
2.17) RPE B-—o^, MAE 
( l—, ) 1-241 =B (1-3, 8, =, n—1), (2.18) 


T4 Titi 
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式 中 记 B,— ;,.391n a; COREA, 


{i 18in fi-a 
这 样 -- 来 , OF 连续 条 件 归 结 为 求解 非 线 性 方程 组 (2.18)， 在 
给 定 了 两 个 边界 条 件 后 (比如 ,给 定 zz 和 zs)， 可 以 用 简单 迭代 法 
求解 , 选取 初 值 


pu o. G=2 nq 
Tti i+ B; e , 5 $ ). 


(2) 要 是 构造 -- 条 C 连续 的 三 次 B6zier 样 条 ， 间 题 反 而 简 
单 些 . 

设 已 知 的 多 边 形 是 24 一 1 边 。 结 点 Pi 落 在 第 奇数 边 上 (i 一 
1, 8, +, 2% 一 (图 18)， 沿 用 上 一 问题 的 方法 , 得 到 


工 一 Zu 
a= ——, 
Pi 
B te | Aipa XO, | — 4441 sin 6; =B, 
|d; Xt] -asin a . 
24a, 0-2)a, 


Bj 18 


(2.17) 式 就 是 
G-—y =B, (6-8, B, -—, 2n—8). 


1 
全 =3 2 98—8 
解 得 74 TEN "B, G » B, ; 4n ). 


边界 条 件 如 mui 可 以 任意 给 定 。 为 了 保证 BO, wax 
TEAR 2n-1 WBA MAE: 
O10>0  (4—3, 5, ++, In—8), 
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$3 Be & th ® 


3.1 E X 
oe Bézier 曲线 ， 它 的 实质 是 这 样 ， 在 给 定 了 
— R AJ] b. G= …, A) J, RIDAR MH BHR {Bea C} oe 


PRR, 而 且 ae HERH Bernstein H. 

# 1972~1974 年 期 间 , Gordon, Riesenfeld #4 Forrest 等 人 拓 
广 丁 Btzier 曲线 ， 关 键 在 于 : BMA, O}MM aK BRA 
基 ， 从 而 将 向 量 什 形式 的 Bernstein 38 E pir MM BHR En] BH 
条 通 近 ， 他 们 通过 这 条 途径 构造 了 等 距 节点 召 桩 条 曲线 . 

这 里 ,我 们 仅仅 讨论 参数 轴 上 的 分 割 为 等 距 的 情况 ， 因 此 , 以 
Ji RR E B FEZRHR ES 8 7, 都 指 等 距 节 点 . 

在 第 二 章 中 讲 过 mw 次 B 样 条 函数 的 解析 表达 式 . 


My(e) = S (-1yota (s E>- 3y. 
它 的 分 段 表示 式 为 ; 
MEAN Oaet TL jy. — G.n 


当 d mis Syet= nit +1 (=0, 15054); 


&kg(- LL, 24) nan nti p EMEND, EKK 
间 之 外 , 函数 值 全 部 等 于 零 ， 

如 同 Bézior 曲线 中 参数 的 取 法 一 样 ， 当 我 们 作出 向 量 值 形式 
的 吾 样 条 逼近 时 ,也 总 希望 取 参 数 4E (0, 1). ALL, ES D F 
HEE o feat ine (1- 71). 
3 C 0/043", 


了 


Fy pa) =Ma (i-i 
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O<é<1 ([—0,1, +, n). 


我 们 有 
Fi - =L Si c 1)'01,4 (1n -1—j)*, 
O«i«1 (0,1, n) (8.2) 


我 们 要 把 召 样 条 函数 反观 在 图 形 上 ， 而 为 此 先 把 这 ”+ 工人 个 
函数 FLLQ) (—0, 1, …， O 的 各 自 变量 加 达成 一条, 然后 把 这 些 
MAK SBA iT, RH, MMM BRR M HO 
M, (a) (图 19). 


定义 给 定名 +n+1 PERTH b0, 1, …， m+n), fh 
n 次 参数 曲线 


P,a) - S bPrsl), 0l (8.9) 


AnK BRB ¢ 段 曲线 C=O, 1, +, m). 它 的 全 体 称 为 于 
次 召 样 条 曲线 , 相应 地 , MMR AR BEE 5,070, 1, ---, m 
中 相 邻 两 个 向 量 的 终点 , 那 末 , 所 组 成 的 多 边 形 称 为 样 条 在 第 段 
的 如 特征 多 边 形 . 

Ha Fn tk BREE i M) 是 EEG EE BRK 
{F, OME 好 so) 在 自 变量 归 范 化 以 后 的 分 段 表 示 式 .因此 
整个 次 召 样 条 曲线 达到 OUT 连续 . 

1976 年, A ZKIE) RE Bi ER RS H T nk BH 
条 曲线 的 另 一 种 相当 直观 而 有 趣 的 定义 式 ， 下 面 将 叙述 这 种 定 
XX. 
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CEB mend d 个 向量 如 (6 一 0, 1, …， m+n), RNB 
关于 Unio x. D MA d $ i EGAL 

RO = ip ox (2) R, La (7) de + f al Bis, i i (a) dr, 

Ox (-1 9,55 ni=0, 1, =, m), (8.4) 
BM a>, R [ac de-10-1, 2 =, 0). te st, 
还 规定 初始 曲线 Ruo) =b o0, 1, =, m+n), 

(8.4) 式 具有 明确 的 物理 意义 ， 把 or) 理解 为 线 密度 函数 ， 
k aOd- 表示 每 段 曲线 的 重量 都 等 于 1， 当 {固定 时 ， 
R(t) 就 是 图 20 中 弧 4 的 重心 ， 当 参数 在 [0, 习 中 变化 时 ， 
重心 轨迹 Ry. RA lik MA RWA i pt, 


35 1—1 时 , (8.4) 3529 
Roi @® =6.G6o10) +b Gn, OSISE, (3.5) 


式 中 函数 Go O) =| oD ar>0, G11 - [ecco dez-o, 由 
于 Go :的 十 Gu =f ardent, 8.5) RARER b M Beas 


两 点 的 一 条 线段 . 
一 般 地 ， i 次 MA gh x mp $ EX, 仅仅 与 it+l1 个 点 bab 
0, 1, =, DAX, 而 实际 上 它 可 以 表 成 
RO) = Sb, 0, OKI (3.6) 
¢=1, 2, es n). 
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HG (3.6) X (3.4) A, 并 作出 比较 ,我 们 便 得 到 函数 GD) RES 
HE RANA 
od f eit) Gaia Gade + fic (2) yaa (0) ds, 
Oe) (eia meee 19.5. 
容易 看 出 G0) 20, WARK E HARM AER 


DH -f " (s. nimi, 8.7 


这 表明 , 人 .的 所 表示 的 邮 线 段 RO) 的 各 点 是 关于 1 十 二 个 点 本 +x 
(&-0, 1, +, D 的 加 权 有 平均 ， 其 中 权 函 数 依 次 是 Gr (DD (b=, 
1, T b. 
当 取 所 有 的 ex (0) =10=1, 2, e, e) Bj, WA nix MA h 
R F0) G0, 1, «o, m) MAE x BRM, 实际 上 , 我 们 用 
归纳 法 得 出 
1 not 


Gi, a Ct) Er (-1)'014 0 3-n-(— 3)", 0«t«1 
(1—0, 1, =, n), 
*5G.2) x Fr OME. 
从 人 .7) 式 还 可 看 到 ，(3 -分 式 的 F0) 0-0, 1, +, m) 
A 
FQ 20, DF) =1, 


3.2 二 次 和 三 次 召 样 条 曲线 的 几何 性 质 
前 节 已 经 阐明 ,一 次 昌 样 条 曲线 是 折线 样 条 ， 于 是 它 重合 于 
B 特征 多 边 形 . 
在 实际 应 用 中 ， 用 得 最 多 的 是 三 次 B 样 条 上 曲线， 其 次 要 算是 
二 次 式 . 正如 高 次 样 条 函数 那样 , 高 于 三 次 的 避 样 条 曲线 在 计算 
开 何 中 一 般 是 不 用 的 ， 
本 节 和 以 后 着 节 中 ,我 们 将 主要 讨论 二 次 和 三 次 B 样 条 曲线 
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的 忻 质 . 由 于 召 样 条 曲线 中 各 段 的 地 位 是 平等 的 , 为 了 篇 化 记号 ， 
在 定义 式 (3.3) 中 可 以 取 i=0 来 代表 样 条 中 任 -- 段 曲线 . 
首先 ,我 们 考察 二 次 召 样 条 曲线 .此 时 ，% 一 2， JKG.2 RA 


Fur()- 40-14, Pu) = 4 (-27+2-+1), 
Faa) P, 
Bist, X B ESR hR (3.8) 可 以 写成 矩阵 形式 

1-2 17 bo 
PO- bk 2 - Le f na -2 2 In (3.8) 

1 1 Off & 

O<t<1, 
二 次 B 样 条 曲线 的 每 -一段 当 然 是 抛物 线 , 它 的 端点 具有 人 性质 
PO) =F batb), f P'O) = bbo, 

p ICE | P'(1) = 本 一 站. 


这 些 关系 表明 : 曲线 段 的 两 端点 就 是 二 次 如 特征 二 边 形 的 丽 边 上 
的 中 点 , 并且 以 两 边 为 其 端点 切线 (图 21). 


bi 


Po P) 


bo 


moz 


其 次 , 三 次 B Bid £x (3.3) RU BEER RA (Coons 31, 1974) 
-1 3-8 n] b, 

P@=(8 Ht WZ E a : : MEE G9 
1 4 1 olb 
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它 的 端点 上 只 有 如 下 一 些 性 质 : 
1 ak b, +b 2 
P(0) = Derbi eb) -i( E )- $5. 
1 


PD -— (b; + 4b; +65) -i(hib. ib 


P'O) =F (babo), (8.10) 


P'(1) = 6b); 
P” (0) = (by — 61) + (b, — 5), 
P" (1) = (b ba) + (bb). 

因此 , tk BRS M AREE (3.9) B a PO) 落 在 ABobibs 的 中 
Abbi ERE ba 的 Jb. FERAY UD 18 Bt P) PIT F Abba. 
的 底 边 bobs, KERR 在 这 点 的 二 阶 导 向 量 P”(0) 等 于 中 
At bibi 的 二 信 ， 

终点 的 情况 同 起 点 的 情况 相对 称 , 这 里 就 不 重复 了 . 

在 明确 了 上 述 事 项 之 
后 , 这 一 段 三 次 BRR 
就 大 体 确定 了 (图 22), 

WE BES DENS In 
一 个 顶点 b,, 则 bbbsb, 决 
定 下 一 段 的 三 次 吾 样 条 曲 
线 ， 由 于 上 一 段 的 终点 信息 
同 下 一 段 的 始点 信息 仅仅 与 
4b;bb, 有 关 ， 而 且 它 们 的 位 置 向 量 、 切 向 量 与 二 阶 导 遍 量 都 分 别 
相等 ， 这 又 一 次 证 明了 三 次 B 样 条 曲线 的 Ca 连续 性 . 

在 如 特征 多 边 形 上 凡 六 加 一 个 顶点 , 则 相应 地 在 样 条 上 增加 
一 段 曲线 、 图 28 RETEN 如 特 征 多 边 形 所 对 应 的 三 次 B 样 条 
曲线 ，B 特征 多 边 形 中 任意 补 邻 四 个 项 点 就 接 (3.9) 和 一 段 曲线 
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相对 应 . 

除了 上 述 曲线 发 的 端点 性 质 外 ，B 样 条 曲线 还 具备 另 一 些 性 
质 : 

(1) 13345. B 样 条 曲线 的 形状 决定 于 B 特征 多 边 形 , TH 
曲线 和 多 边 形 相 当 通 近 . 

(2) 凸 包 性 ，(3.3) 式 中 的 7,0) 0-0, 1, -, n) ARRE 
数 ， 因 此 样 条 中 第 自 曲 线 落 在 对 应 的 第 眉 特 征 多 边 形 构成 的 
凸 包 之 中 . 

(8) 局 部 性 ， 从 定义 式 (8.3) 看 出 , 改动 特征 多 边 形 上 -~- 
个 顶点 , 只 影响 以 该 点 为 中 心 的 邻近 总 共 w 十 1 段 曲线 ， 比 如, 当 
n=2 时 , 只 影响 到 三 段 (图 24)， 

(4) ROH BAER, 其实 还 没有 得 到 理论 上 的 证 明 ， 不 
Hh (8.9) 的 每 一 个 分 量 都 是 也 样 条 函数 逼近 , 是 一 种 VD M, 
因此 是 保 凸 的 ， 但 是 正如 Bézier 曲线 一 节 所 指出 的 ， 到 了 参数 曲 
线 的 范围 ,问题 就 要 复杂 得 多 。 我 们 只 能 通过 了 3 样 条 函数 的 也 
MM, 期 望 BRR VD IRER, 

在 3.6 节 , 我 们 将 证 明 三 次 B 样 条 曲线 是 保本 的 . 

关于 三 次 卫 样 条 曲线 应 当 特别 注意 的 是 下 面 几 个 典型 例子 ， 
它们 在 外 形 设计 中 是 很 有 用 的 . 

(D) 三 顶点 bo, Bs, ba 共 线 ， 


128 Btzisr AERA B Tf AR { 第 网 章 


它 可 以 看 成 一 个 退化 的 Abob bo, 从 顶点 b. UR PERE HE. GL 
得 出 压缩 变换 (图 25, FE A bo, bi, ba 所 对 应 的 三 次 
召 样 条 则 线段 的 一 个 端点 
QN LIE P 是 这 样 决定 的 ，Ph1 = 
aS bs iub. Hep m EZR BE boba 
ra HPA WE ak at 
: er e PP", Pii E-0, 
一 它 可 能 是 一 个 拐点 . 
图 25 反 过 来 , 为 了 在 五 处 的 
EE A= 0， 其 必要 条 件 也 是 二 顶点 b, b, b. 共 线 . 
因此 , 三 顶点 共 线 也 是 在 三 次 B 样 条 曲线 的 结 点 处 制造 拐点 
的 一 种 技巧 . 
(2) 四 顶点 bo, bi, Bs, 5b. FER, 
X BRRMA Ph EAE, XX PU Ar DUA BY RS -— Ex — 
次 B 样 条 曲线 是 一 条 线 眉 . RREA Ama PO) PC) 由 上 例 
的 方法 来 决定 (图 26) , 


b; 1 bi b; i & 
wa 
P(0) Pi) 
图 好 


(3) 两 顶点 bi, b. EA. | 

它 也 可 以 看 成 好 ob 4M bob. 时 的 一 个 退化 三 角形 , 

FJA, IKB HAHAE HA P E kA Ph- 
bobs, 而 且 端 点 曲率 =0( 图 27). 


由 顶点 bob. bib, 形成 的 一 段 曲线 如 图 28 所 示 ， 

(4) ZMA bs, bs, b, 重合 . 

Msi (2) 80 0 WAI, cP 5,0 —0, 1, e, ORE R 
四 段 三 次 BRR MATERA 29 的 效果 ; = BDL be, bs, b. 处 的 
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b, : 


P bi ba 
Nd PCO) S P) 
wd, \ 
NC 
b b NA 
Á M 


tf 

bi Bo j \ 
———_— 

bi " \ 


Hii JE HH RI RRR. 在 该 处 ， 从 图 形 上 看 由 切 向 是 癌 
断 的 .然而 这 对 于 参数 曲线 来 讲 ， 确 实 是 达到 了 C 连续 ,因为 在 
三 重 项 点 处 的 一 阶 和 二 阶 导向 量 痢 退化 为 零 ， 但 其 实 它 是 一 个 奇 
点 ， 

3x d 4-4] T 3 9B. 

QD) 如 果 我 们 想 在 样 条 曲线 上 造成 一 段 直线 ， 只 要 使 四 个 项 
点 共 线 就 可 以 了 . 

(2) A T S FER — BERI BES ABA, REARS WA 
HARP ETC OS TS CAT. 

(8) 要 使 得 祥 条 通过 某 一 顶点 ， 或 者 在 样 条 上 使 之 形成 一 个 
RA, 运用 三 重 项 点 的 技巧 就 可 以 解决 问题 . 

比如 , 当 Coons 曲面 片 的 - - 段 边 界 土 有 一 个 尖 角 时 , 只 须 用 三 
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EMANE BRAM REE, mm PRE 
滑 ( 图 30). | 

必须 注意 ，B 样 条 曲线 的 重 顶点 技巧 ， 并 不 是 BABY 
重 节点 技巧 , 但 是 它们 却 有 着 相仿 的 效果 . 

当 我 们 混合 使 用 共 线 顶点 和 重 项 点 的 技巧 时 ， 得 出 的 结果 如 
图 31 所 示 . 


F 


/ 


3.3 平面 三 次 召 样 条 曲线 的 光 顺 性 

在 轮 般 、 飞 机 和 汽车 等 外 形 设 计 工 作 中 ,设计 省 经 常 要 求 设计 
出 来 的 趾 线 必须 光 腊 . 当 平 面 三 次 B 祥 条 曲线 被 应 用 于 外 形 设计 
时 ， 自 然而 然 地 就 产生 一 个 光 顺 性 问题 ，B 特征 多 边 形 要 满足 什 
么 条 件 才能 使 三 次 B PER Ht SEM 

关于 光 咕 概念 的 详细 介绍 将 苑 于 第 七 章 ， 这 里 我 们 只 满足 于 
这 样 一 个 了 解 , 就 是 , ~- 根 样 条 井 线 是 光 顺 的 , 其 条 件 如 下 : 

O 样 条 的 每 一 段 井 线 都 与 木 样 条 曲线 储 离 不 大 ; 

(2) 样 条 在 各 结 点 王 ( 连 接 处 的 点 ) 处 的 曲率 (0, 1, +, 
中 序列 是 均匀 的 (以 后 称 为 光 顺 的 ). 比方 , 各 结 点 的 曲率 序列 为 
1, 2, 4, 8, 3, 2, 1, 而 且 播 信 曲 线 是 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 , 那 末 
CEMA. 不 光 顺 曲率 序列 的 一 个 例子 是 1, —2, 10, 1, —3, 
2, 1, 

设 在 平面 上 给 定 BSESZDER IW 50-0, 1;…, m, 3t 


图 31 
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相 邻 三 点 Doa, by, Dos 的 图 半径 为 B, 称 元 为 这 三 点 的 贺 率 , 记 
fe KiG=1, 2, =, n 一 1)， 容 易 算得 

sh A EAR bbn 的 有 向 面积 ， 三 角形 的 三 条 边 长 依 
次 是 五 = Hob. asm bus, E= Babol, Pi 和 PY 分 别 
表示 对 应 的 三 次 B 祥 条 曲线 在 结 点 P 的 一 阶 和 二 阶 导 向 量 (图 
82). 


图 32 
WR=KB 样 条 曲线 在 结 点 P 处 的 曲率 是 
UPS x P1] 
[Bp 
ki = E La. ti — 4h, Lia MAN 和 Pi 
Ki FZIE Ha LiTiaT2ALgie08g9 
AT Tiga 
NES m — Lilaagi + (gi) 
Ma + O(@2) 


Ui Ta 
=4iguu tO?) G=1, 2, ;nO—1), 


= iy 、 AE a 
式 中 记 Acc hi5. LG Lc 上 式 又 可 写成 

kit .44KQ 0p) (-1,2,--,»—1), (3.1]) 
有 必要 时 , 我 们 还 可 进一步 分 出 (3.i1) 中 高 阶 项 欧 主 部 


OR) - AK hup: +O), 
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如 果 所 给 定 的 特征 多 边 形 项 点 如 G= 0, 1, =, n) EE 
分 布 , 即 所 有 L 都 等 于 同一 长 度 五 那 末 所 有 的 一 mn 一 去 , 而且 
GIDRA 
在 一 下 it 十 OU G=i1, 2, =, n—1), 


BARES WIE ARB BEBE CO AAD ipl <30°), Op?) 
项 可 以 略 去 不 计 ， 这 就 表明 ， 三 次 BPR RAR PN Hi OR YF 3g 
G1, 2, +, % 一 1) 的 光 顺 性 等 价 于 B 特征 多 边 形 顶 点 的 圆 率 
BEA K G1, 2, =, nw 一 1) 的 光 硕 性 . 

这 时 样 条 在 结 点 的 切 向 量 长 度 是 


iP - laneo. 


前 章 关 于 Manning IIS FEZ& f] EIE Se BA, SX IE x B 样 条 同 累 
MAKR=AKBRARRAM AM EP OG), BU REER pl. £x [s] 
木 样 条 曲线 的 偏离 都 不 大 . 

HERNE, 我 们 得 到 结论 ， 设 所 给 定 的 特征 多 边 形 满足 下 
列 条 件 : 

QD) 质点 间隔 为 等 距 ， 

(2) 局 部 小 挠 度 ， 

(8) TAK RFP KG —1, 2, …, nm 一 二 是 光 顺 的 . 
那 末 对 应 的 三 次 召 样 条 曲线 一 定 是 光 顺 的 ( 刘 频 元 [3]，1979) . 

这 里 我 们 补充 一 点 , 就 是 ， 条 件 (1) 不 一 定 要 严格 满足 , 而 实 
用 上 只 要 间隔 较为 均匀 就 可 以 .这 时 , 按 (3.11) 应 该 把 条 和 件 (3) 改 
成 序列 Kishk i=l, 2, =, n-1) EMI, 

EE, MRA RABAT, BRE Kk 召 样 条 曲线 不 可 能 
光 顺 得 好 .极端 的 例子 就 是 前 节 图 28 所 示 的 二 重 顶 点 情形 , 所 对 
应 的 一 眉 曲 线 在 两 站 点 处 的 曲率 都 是 零 ， 但 中 光 处 的 曲率 却 是 相 
HK, UREM -W 意 的 不 光 顺 现象 . 
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3.4 =k BHERARMDARAW RAS 
在 - -此 实际 问题 中 ,常常 希望 所 设计 的 三 次 B 样 条 曲线 在 给 
SEA A EGER RRA th, 而 且 带 有 确定 的 切 向 量 ， 也 就 是 说 , 在 边界 
上 满足 播 值 条 件 , 而 其 余部 分 则 仍 是 逼近 
当中 间 部 分 的 了 特征 多 边 形 顶 点 Os, bs, Bs,… 确 定之 后 , 在 
始点 , 我 们 用 延 拓 两 个 边界 顶点 Bo 和 Ds 的 办 法 , ERRA 
的 Po 为 始点 ，PP 为 始点 切 向 量 ， 图 38 示意 了 这 个 步骤 , 就是: 


1) HABA P- P.L PS M PP-a Pos 
(2) 边界 顶点 bi GP- 52, B GP - biba 
(3) 边界 顶点 b, - b; -2P., RI bob. 2P%, 


P, 
bi d Y 
ALLE Ln : b. 
4 
EN 


J bua 
dba 
83 图 S 
终点 的 边界 也 是 同样 处 理 的 . 


我 们 再 介绍 -种 实用 的 边界 条 件 确 定 方法 . 
假如 给 定 了 多 边 形 的 顶点 环 G= 0, …, n), BAY BE 
ARL bo 为 始点 且 切 于 bob, Lb, WAN Fb ab. 构 
造 的 办 法 十 分 简单 : 只 要 在 首 末 两 端 各 外 延 一 个 顶点 二: 和 By, 
使 得 
bbo = bib. b, b, b uu 
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Bb; Cj —1, 0, …, w% 二 1) 作为 吾 特征 多 边 形 顶 点 ， 由 此 生成 的 
召 样 条 曲线 就 是 满足 所 要 求 的 端点 条 件 的 曲线 (图 84) 
这 样 构造 的 电 样 条 曲线 的 端点 情况 与 Btzier 曲线 相同 , 除了 
端点 曲率 等 于 零 这 -- 点 以 外 . 
本 章 末 所 附 有 关 三 次 B 样 条 曲线 的 插图 ， 都 按 这 种 办 法 确定 
端点 条 件 . 
所 谓 反 问题 , 就 是 在 已 知 一 串 点 列 PG=1, 2, =, 2-1), 
要 找 一 条 三 次 如 样 条 曲线 工 MEW ATP) 为 结 点 ， 这 里 说 的 
找 样 条 五 ”就 是 要 决定 它 所 对 
应 的 BABES MIE b G- 
0, 1, «+, w). 
前 面 所 讲 的 都 是 从 已 知 多 
边 形 的 顶点 {84} 求 出 祥 条 的 结 
APR AGE. 
图 35 应 用 于 插值 的 反问 题 ， 则 是 从 
已 知 插值 点 列 CP) 求 出 多 边 形 顶 点 {b} (图 30). 
从 (3.10) 的 第 一 、 二 式 看 出 , 反问 题 归结 到 下 列 线性 代数 方程 
组 的 求解 ; 
614+ 464641=6P; G=1, 2, =, n—1), (8.12) 
如 果 我 们 补充 两 个 适当 的 边界 条 件 , 方程 组 就 有 唯一 解 ， 
让 我 们 回忆 一 下 , 在 第 二 章 讲 到 三 次 召 样 条 函数 用 于 插值 时 ， 
草 导 出 一 个 三 对 角 的 连续 性 方程 ，(3.12) 只 不 过 是 它 的 向 量 值 形 
式 而 已 . 
兰 次 吾 样 条 盟 线 被 用 于 插值 的 问题 , 归根 到 底 是 方程 组 
(3.12) 的 求解 ， 对 于 计算 机 说 来 , 这 是 再 容易 不 过 了 . 
现在 我 们 必须 提起 的 是 , 顶点 (6 间 结 点 Pd 之 间 相 互 影响 
的 问题 。 顶 点 (00 的 变动 对 于 结 点 {Pi} 所 产生 的 影响 如 何 , 只 要 
通过 关系 式 (3.10)， 就 可 以 把 它 明 白地 央 示 出 来 ， 反 过 来 ， 结 点 
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UP.) AS PT (0) 所 产生 的 影响 又 是 怎样 呢 ? 
当 辐 定 一 个 指标 时 ， 让 我 们 来 看 一 看 一 个 结 点 Pa 的 变动 
对 所 有 的 顶点 人 8} 究竟 产生 什么 影响 、 假定 方程 组 (3.12) 的 右 端 
各 项 除了 一 个 Pidh 全 部 为 零 ， 我 们 只 考察 结 点 个 数 相当 多 、 对 
而 不 必 把 边界 条 件 考虑 在 内 的 场合 。 这 时 ，(3.12) 的 解 可 以 表示 
成 
b= B NIP, (j—0, +1, £2, +), 
RH A= M3 一 2 之 一 0.268， 这 说 明 , 结 点 PATERE jA 
顶点 的 影响 是 以 4 的 速度 迅速 衰减 的 ， 第 二 章 里 讲 的 等 距 节点 
三 次 基 样 条 也 有 这 桩 的 特性 。 从 这 里 还 可 看 出 , 三 次 召 样 条 曲线 
无 论 在 正 问题 或 反问 题 中 的 计算 都 是 稳定 的 . 
因为 M z:0.0718, B= —0.0192, 4 之 0.00515, 所 以 P, 所 能 
及 到 的 影响 , 当 j= 土 4 时 已 经 衰减 到 10-*， 当 所 有 的 结 点 { 瑟 } 给 
定时 ，(3.12) 中 不 靠近 边界 的 顶点 轴 ， 按 线性 代数 方程 组 解 的 和 
加 原理 可 以 近似 地 几 成 
b- VESPA (Pit P-N] (8.18) 


上 式 是 和 坐标 系 无 关 的 , 因此 , RI P 作 原点 、 记 Pa 与 
P, ;的 中 点 为 Q， EE 
b=-2V3 SQN, 
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近 , 就 是 通过 如 特征 多 边 形 的 顶点 设计 ， 来 控制 8 样 条 曲线 的 形 
AR. 这 种 作法 会 给 我 们 带 来 保 凸 性 、 局 部 性 .直观 性 等 等 优越 的 性 
R. 

当 三 次 BARNARD, 我 们 需要 解 一 个 三 
对 角 方 程 (3.12)， 当 然 , 也 可 以 用 (3.13) 等 显 式 表示 的 近似 解 , 但 
是 上 述 的 保 凸 性 .局 部 性 直观 性 等 一 系列 优点 都 消失 了 ， 要 是 音 
单 为 了 插值 , 那 末 累 加 弦 长 三 次 参数 桩 条 是 一 个 很 合适 的 工具 , È 
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当然 , 在 配 有 了 网 象 显示 仪 的 交互 设计 系统 中 , 如 果 已 经 有 了 一 
个 外 形 的 轮廓 草 刚 ， 为 了 找 对 应 的 于 特征 多 边 形 顶 点 位 置 ， 那 未 
上 述 播 值 方法 是 值得 一 用 的 ， 方 程 组 (3.120 BRE (或 近似 表示 式 
(3.18)) RIL PEA OY URL, 


3.5 吾 样 条 曲线 和 Bezier 曲线 的 关系 
nm Bézier ili n tk B 样 条 曲线 眉 的 一 个 特例 ， 这 个 问题 
已 经 明确 了， 可 是 对 它 的 证 明 ， 人 们 却 用 到 这 样 一 个 事实 ， 重 节 
AB REA NG" T — IB (GU FEAR AE. 即 Bornstein 26 Me 
ACT SCRIBE AAR AUI B BEAR C, BRITE SE 
和 黑 田 满 的 递 推算 式 (9.4). M2, MH B EAE AERE Bérior i 
线 之 间 的 关系 . 
* UR o) 1-1, 2, 内 时 (这 时 ， 权 函数 的 积分 
条 件 修改 成 | we(r)dr 一 D， 称 这 样 的 平移 一 个 带 问 量 一 宫 瑟 后 的 
nik MA BREL Ro, 0 98 nik Bérior ÑIR. 
EGA) RH Lon, 6 二 0, 我 们 便 有 
Ro .lt) -中 Ross)dr taf Res,y.1(0)de—S Ps 
两 边 对 ORS, 
Ri, (0) n (sua) - as) 
~n(B-D Rss. 
式 中 记号 E RARER, CANTER Pas EP, AUR 
出 ,上 列 微分 方程 的 初 值 是 Rv (0) = Ps, BALDUS 
Ro, O = (1 t-i Po. 
iniB EXT AOA LE IEI CR 


RU) 一 > OW (1—2)3P, 0st, 
i= 


eam u 
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iD ve TR Bézier 沿线 的 Bernstein 3j KAR. 这 样 一 来 , 两 种 
定义 式 是 一 致 的 . 
到 此 ， 我 们 得 到 结论 ;和 次 Bézier HAA nk B REHAB 
都 可 以 统一 在 MA Bé (3.4) 当中 , BES} HR 
an (E) =I 和 wl C=1, 2, e, 0), 


3.6 三 次 参数 曲线 段 的 三 种 等 价 表示 式 


很 明显 ,三 次 Bsier 曲线 和 三 次 召 样 条 曲线 段 都 是 三 次 参数 
曲线 自 的 不 同 的 表示 式 ， 实 际 上 , 从 代数 上 看 , 这 三 种 表示 式 可 以 
统一 在 矩阵 形式 之 下 ， 

P(t) = (44 (B1,[6], 0x:«1 (j=1, 2, 8), (8.14) 
式 中 记 [= (80), [BIO = PBPHPDP]*(F=1, 2, 8), 43 
TERRE, AXAWHBELB] G1, 2, 8) 依 次 是 


1 0 e 3 一 8 1- 
1 3 -6 80 

1 IE 3 00? 
0 0 


0 


1 4 10 

4j=1M, (3.14) 就 是 通常 三 次 参数 曲线 段 的 Ferguson 38 
RA, 它 适用 于 数值 计算 

当 j=2 时 ，(3.14) 表示 三 次 Bézier HA, (61° 表示 对 应 的 
特征 多 边 形 的 顶点 序列 . 

当 j=8 时 , (3.14) 表 示 三 次 B FEAR ALIS — Bt, [D] ORAM 
应 的 避 特 征 多 边 形 的 顶点 序列 . 

对 于 每 个 ;，(3.14) 中 第 一 和 第 二 个 矩阵 都 是 辕 定 的 、 曲线 
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RMR SRR 6). 4 j-1m8, (61% 仅仅 问 曲 
线段 在 起 点 的 几 阶 导向 量 有 关 . 如 果 我 们 简单 地 考察 [四 ,还 是 
不 能 了 解 此 线段 的 实 跃 形状 ， 当 7=2 或 8 时 , 情况 就 不 同 了 .由 
于 Bézier 曲线 或 避 样 条 曲线 对 其 特征 多 边 形 的 遥 近 人 性质, 特征 多 


XE TR xi fk (OJP C= 2, 8) 对 于 它 所 对 应 的 曲线 段 有 着 非常 具 


体 的 控制 能 力 。 这 就 是 Bézier 曲线 各 样 条 曲线 的 直观 性 . 
就 同一 条 三 次 参数 曲线 段 工 说 来 ， 它 的 三 种 表示 式 之 间 是 可 
以 转换 的 ， 各 [四 "(f==1, 2, 3) ZH RE-TRANREER, 
[8] = [B] b”, 
[B] = [B]; b], 
[bj - [B]; [B], (b^, 
因此 , 只 要 和 弄 消 楚 一 般 形式 参数 昌 线 段 的 几何 特性 , 作 一 个 变 
PR BK Hézier 曲线 和 B 样 条 曲线 的 相应 结果 ， 三 次 的 问 
题 已 经 解决 . 仿 此 ,如 果 我 们 能 找到 全 次 参数 曲线 段 的 仿 射 不 变 
量 和 实 奇 点 及 实 拐点 的 分 布 ， 那 就 可 以 实现 对 n 次 Bézier 曲线 和 
B 样 条 曲线 的 控制 ， 这 是 一 件 无 论 在 理论 上 或 实践 上 都 很 有 意义 
的 事情 . 
曲线 (8.14) 如 果 看 成 向 量 值 画 数 ， 那 末 这 三 种 表示 式 的 差别 
仅仅 在 于 基底 选择 的 不 同 ， 对 于 j 一 1, 2, 3， 所 对 应 的 基底 依次 
J& (P, #, t, 1), Zik Bernstein 基 和 和 三 次 B 样 条 基 . 
从 几何 的 角度 看 ， 司 一 条 三 次 参数 曲线 段 工 所 对 应 的 Bézier 
£ UEA B 特征 多 边 形 之 间 的 几何 信息 也 是 可 以 互相 转换 的 . 为 
了 简化 符号 ， 记 Btzier 多 边 形 的 顶点 [b] = [bo b, ba, b), B 
特征 多 边 形 的 顶点 [5] 9 [eo, €: Ca, C3]. 
(D 34 [5] 9165 ER, 如 何 求 [6] 2 
从 三 次 B 样 条 时 线段 和 三 次 Bézier 出 线 的 端点 性 质 知 道 ， 和 
和 Os 就 是 所 对 应 曲线 段 的 始点 和 终点 ; 一 和 Ds DU YEAR BE cics 的 
两 个 三 等 分 点 上 (图 36), 
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b b e b b c 
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C Sa 
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pe x, E 
E N o d;N 
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图 36 37 


KEPAN, WREEK B PES UPEN, E Bézier 多 
WE- AO, A NERO RE Le, AAEH T 
三 次 BPRBAN RAE, 

(2) RAK, BAS) OM, [四 是 这 样 确定 的 : 

XR BE bab. 向 两 侧 各 延长 自身 的 长 度 , 分 别 得 到 cx 和 ca, 用 
线段 连接 Cibo, 并 延长 两 倍 到 点 do。 再 用 线段 连接 Cdo 并 延长 
自身 的 长 度 到 点 Co。 在 cs 和 bs 方面 作对 称 的 操作 , 便 得 到 es CHI 
37). 

从 图 36 和 图 37 看 出 ， 三 次 B FERUB LEG =K Bézier H A, 
相对 说 来 更 逼近 于 自身 的 特征 多 边 形 . 

图 38 所 示意 的 是 ， 对 于 同一 个 特征 多 边 形 , 对 应 的 Bézier [f 
线 ( 虚 线 ) 同 三 次 B 样 条 曲线 ( 实 线 ) 的 比较 , 很 明显 ，8B 样 条 曲线 
确实 比 Bézier ff ALS IB VL ES I, 
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eR RA, BRA ih eA] Bezier AMHR, BRT HRA 
WEAR EA EA TOS, WRA TOR PERS Ap. CL) 修改 的 局 部 
tk (2) WEES WI RU; (3) 多 项 式 次 数 低 . 因此 , B ER 
HA Re — Hn B ERAO 3), 可 能 是 很 有 前 途 
的 一 种 外 形 设计 民 具 . 


Are» Te 
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1 Bézier 曲线 及 其 特征 多 边 形 
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Bézier HARTI B £j S WE 
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Hom 


2 三 次 召 样 条 曲线 及 其 特征 多 边 形 


ARAI 的 图 相 比 较 , 将 会 发 现 ,对 于 同一 特征 多 边 
JE, 三 次 避 样 条 曲线 较 之 Bézier HAERERE. 
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Bézier 曲线 和 BB 样 条 曲线 


{第 四 章 


附 图 145 


3 二 次 召 样 条 曲线 及 其 特征 多 边 形 
BHR ik B 祥 条 曲线 比 三 次 的 更 加 如 近 于 同一 
特征 多 边 形 。 也 许 光 顺 性 比 三 次 的 略为 蓉 些 . 
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B 


附 图 147 


4 用 三 次 召 样 条 曲线 画 的 动物 图 案 


第 五 章 样 条 曲面 


在 船舶 、 飞 机 、 汽车 等 几何 外 形 的 放样 和 设计 中 , 所 讨论 的 对 
象 就 整体 而 言 , 都 是 曲面 的 问题 ， 传 统 的 办 法 是 , 用 几 族 平行 平面 
去 截 这 个 外 形 曲 面 ,并 以 所 得 到 几 族 剖面 线 来 表示 这 张 曲面 ， 比 
方 ,轮船 外 形 就 是 用 互相 正 交 的 三 族 平面 所 裁 得 的 横 剖 线 、 水 线 和 
直 前 线 表 示 的 . 这 实际 上 是 曲线 网 格 表 示 法 , 把 曲面 的 问题 转化 
为 曲线 的 问题 ， 

那 末 ， 网 格 之 间 的 “空心 ”部 分 的 位 置 怎么 确定 呢 ? 由 于 传统 
工艺 习惯 和 精度 方面 的 原因 ， 我 们 在 造船 工艺 中 主要 关心 的 是 曲 
线 网 格 .、 至 于 网 格 之 间 的 曲面 , NU AO RK. Alt, 在 
造船 部 门 , 只 要 用 三 族 样 条 有 曲线 张 成 一 个 光 顺 的 网 格 , 大 致 就 够 用 
Y. ERMA BWR, 主要 的 事情 是 用 竹 筋 扎 一 个 架子 ,之 后 只 
要 用 彩 纸 往 上 一 糊 就 完了 . 

航空 工业 部 门 的 情形 则 有 些 不 同 。 由 于 精度 要 求 较 高 , EL 
何 外 形 计算 中 ， 网 格 之 间 的 曲面 位 置 需 要 用 一 种 数学 方法 精密 地 
予以 确定 . 

这 就 需要 将 一 元 样 条 黄 数 拓 广 成 二 元 样 条 函数 ， 一 维 样 条 上 帖 
线 拓 广 成 二 维 样 条 了 时 面 . 

1962 年 deBoor 中 做 了 第 一 部 分 工作 、1964~1987 年 Qoons” 
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做 了 第 二 部 分 工作 ， 他 们 的 工作 方法 适用 于 曲面 播 值 , 在 几何 外 
形 的 数学 放样 中 应 用 很 广 , 

Bézier 曲线 和 昌 样 条 曲线 在 二 维 的 拓 广 分 别称 为 Bézier ff 
面 和 BB 桩 条 曲面 这些 方法 仍然 保留 善 以 逼近 为 基础 的 特点 ,但 
一 般 说 来 , 由 于 放弃 了 插值 条 件 都 不 宜 用 作为 数学 放样 的 工具 , 而 
主要 适用 于 自由 型 曲面 的 设计 . 


$1 双 三 次 样 条 函数 


deBoor 在 1962 年 提出 了 一 种 定义 在 矩形 区 域 的 矩形 分 E 
的 双 三 次 样 条 函数 所 值 方法 ， 从 理论 上 证 明了 撒 值 双 三 次 样 条 函 
数 的 存在 唯一 性 ， 并且 建立 了 有 效 的 算法 ， 这 一 工作 在 二 维 祥 条 
函数 的 历史 上 有 着 重要 的 地 位 ， 


1.1 定 x 


我 们 在 第 二 章 已 经 讨论 了 一 元 的 样 条 函数 . 在 给 定 了 自 变 量 
c 5 EPA [a, 如 中 的 一 个 分 割 Js, aano m mmm b 后 ， 
三 次 样 条 函数 的 余 体 组 成 mw 十 8 维 线性 空间 , 记 作 S (ci 4). 

为 了 把 一 元 的 三 次 桩 条 函数 的 概念 移植 到 二 元 的 场合 ， 我 们 
将 在 王 列 两 个 方面 进行 拓 广 ; 

(D) 定义 域 及 其 分 割 

(2) 构造 样 条 的 函数 类 及 连接 的 连续 性 ， 

最 简单 的 和 自然 的 一 种 构造 如 下 : 

(D 采取 第 形 的 定义 域 和 此 形 网 格 线 的 分 割 ， 即 采用 两 个 一 
维 分 割 的 直 积 。 详细 说 来 ， 设 定义 域 R. [a, b]@le, 由 是 ww F 
面 上 的 一 个 矩形 区 域 ， RANE v MA oH baw Rea a 

Au: B= Ug Ug rM, b, 

Au: € — Woy Wm d, 
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共 此 导出 总 上 的 一 个 矩形 网 格 分 割 do 4,0945, CREER 2E m 个 
THE 


Ry: Pu-i JGO Ew-i wj]. 
它 的 两 条 邻 边 长 分 别 是 
Asus.  ($—1, 2, +, m), 


gi=w w (j=l, 2, 0, m), 
直线 uu (i--0, 1, +, n) MER w= w;,(G=0, 1, -«, m) 4 
FY FA UR RIZR, RAS 
ER Qu, wy) G=0, 1, e, m 
4-0, 1, ++, m) 称 为 4 分 割 的 
Yim, 总 共有 (Cm 十 了 @+D+ 
YN. 

(2) 我 们 采用 双 三 次 函数 
作为 构造 样 条 的 函数 类 ， 就 是 
采用 两 个 一 元 三 次 函数 的 直 积 。 在 一 些 工 程 的 问题 中 , 设计 者 对 
网 格 线 提 出 在 连接 处 至 少 要 达到 二 阶 偏 导数 连续 ， 用 以 保证 整个 
样 条 函数 所 张 成 的 曲 苞 具有 连续 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 .这 相 
当 于 一 元 场合 中 对 曲线 的 曲率 要 连续 的 要 求 . 

定义 HE uw 平面 上 的 第 形 区 域 R. fa, Ole, d] E rs 
一 个 矩形 网 烙 分 市 4= 4 的 4 其 中 

y. G7 Ug Ma rus = b, 

Ay: € — Wy Wy er Ly = a, 

RE 如 上 满足 下 述 两 条 件 的 -个 函数 ou, RARE RERA 
数 . 

(1) XEf T £38 JE By. [as uw) Olea, wi] G=1, 2, e, 
n; j=1, 2, «o, m) E, 2, ORF u fb BREAKS UARBHM, 
Rp 


w(u, w) = > Bi (u—u, 2) (ui — 0 (1.1) 
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Qty u, Ww 
( E 2 (a, 


(2) EET R E, 函数 m Qu, w) HSM aur 
8-9, 1, 分 是 连续 的 ,或 简 记 为 Go w) ECR). 

此 外 , 在 给 定 一 数组 {a} (=0, 1, ^, IO, 1, 之 
后 , 假如 e Qu, 旬 ) 在 节点 处 再 满足 插值 条 件 , BD, 

(8) zl, w) =a, G=0, 1, +,  j—0, 1, +, m), (0.2) 
WR ou, w) 为 插值 双 三 次 样 条 函数 ， 


1.2 基 样 条 表示 


我 们 已 经 知道 , 在 % 轴 上 关于 分 割 小 的 三 次 样 条 函数 的 全 体 
组 成 % 十 3 维 线性 空间 S (uy dy), ERRER (peu) } (5-0, 1, 
% 十 2) 满足 条 件 : 

Plus) Da, Ps (Uo) =P, (Uy) —0 (9, s—0, 1, =, n); 
Quasi (ta) = Quis) 一 0 (2—0, 1, +, m; 
Qai o) = guess) =1 941 Un) = Gra (Ue) =0, 

few li LATAR 4 HSK EDIC e UHR. Rm +B HE 
线性 空间 S Cos do), "ELT e RA Cs Qu) ) (90, 1, ^, m+ 2) NE 
同样 的 条 件 ， 

| (w) 85, di, (Wo) = Pi; (Wm) =O G, j=0, 1, +, m); 


Una (Ws) = mea ws) —0 (37-0, 1, +++, m) 
Wings (200) = uaa Wm) = 1, Wa Om) = Wina (wo) =O, 
dk R LATA d= ALGO Au 后 所 定义 的 双 三 次 样 条 函数 的 
全 体 构 成 一 个 线性 空间 Su, w 起 .由 于 双 三 次 样 条 函数 是 两 个 
一 元 三 次 样 条 函数 的 直 积 , 即 
S(u, w; A) =S Q5 A OS Qo; Ay), 
REA S (u, oy AE (m 4-8) (n+ 3) RHE SA, 而 且 两 个 一 元 三 次 
基 样 条 的 直 积 {ps QD) i Qi) ) (5— 0, 1, ^, n2; 170, 1, +, m+ 
分 恰好 构成 一 组 基底 , 称 为 双 三 次 基 样 条 ， 这 样 一 来 , SU, w | 


154 样 条 曲面 [第 一 党 
中 的 任意 一 个 双 二 次 样 条 函数 一 定 可 以 表示 成 
zlu, w) = S Siasp hl), Cs w)ER, (1.8) 


对 于 插值 双 三 次 样 条 函数 说 来 , CHERA (1.3) 中 有 (me 十 8) 
《mn 十 3) 个 待定 系数 lout, 插值 条 件 fey} 有 Gm 十 1) ati, A 
此 , 2X 01.8) PARR 30-1) 2 9-1) -4 A BER HE, 而 这 些 将 
由 边界 条 件 来 决定 ， 最 常用 的 一 种 边界 条 忻 是 , 给 定 下 列 一 些 数 
值 : 

QD) 和 P 形 召 的 四 条 边界 上 的 所 有 节点 处 的 一 阶 法 向 偏 导 数 

Le wj (3j3-0,1, =, m; a—0, n), 
Qus =A lu, We)  ($—0, 1, ++, n; B—0, m), 

(2) 矩形 BR 的 四 个 顶点 处 的 二 阶 混合 偏 导数 
San = Liye, Wg) (a=0, n B=0, m), (1.5) 

AWA AAT B 3E 3E RAT HE RR URBS — Br 3E S] di 
导数 ， 这 相当 于 插值 三 次 样 条 函数 中 的 I 型 边界 条 忻 。 当然 这 里 
的 形式 楼 复杂 一 些 . 


(1.4) 


1.8 存在 唯一 性 定理 
在 第 二 章 讨 论 择 值 三 次 样 条 函数 时 , 我 们 曾经 证 明 过 , 对 于 给 
定 的 分 割 , 带 着 了 列 边 界 条 件 的 插值 三 次 样 条 函数 是 唯 … 存 在 的 
它 的 证 明 则 由 于 其 连续 性 方程 的 系数 逢 阵 对 角 占 优 而 变 得 十 分 简 
单 ， 这 个 命 征 在 二 元 场合 的 拓 广 如 下 记述 . 
定理 GET ww 平 画 上 的 矩形 区 域 BR、 它 的 一 种 矩形 分 割 
4 和 (m 十 3) (mn 十 3) 个 常数 
f Vip Dots Qis, Sus 
(2=0, 1, --, n; j=0, 1, =, m a=0, n»; 8—0, m) 
之 后 , 从 好 存在 一 个 插值 双 三 次 样 条 函数 (uw, w), 使 它 是 以 《1.9 
为 插值 条 件 , (1.4) f (1.9) IARR. 


* 
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证 明 YER EXCPIARGEAMED AREETA CER IR BH 
alu, 0) BAY EUER RR JE XL C.D, ERRA MA K I 
1.2), HEZ HARDWARE A.) AS), BAK, 我 们 从 基 祥 条 的 
性 质 立 即 得 到 
wy wd w) =a ($—0, 1, e, n; j=0, 1, <, m); 


Mt y 
ds41,; a=, 


ped ns, w) =f (j-0, 1, «+, m), 


an2, Bann 
fim M B=0, |, 

s 2 (4^0, 1, «++, n); 

deer, me M a —0, B=0, 

Ga ct1,m2 23 a=0, 8-7, 

0.43,n41 3$ a— n, B=0, 

amarmi Ba=n, Bm, 

上 列 各 式 的 右 端 无 重复 地 出 现 了 (1.3) RA SBR Cau (8-0, 
1, =, n4-2; £—0, 1, +, m+2), TARA arly, w) 的 偏 导数 


EAT) (a, 8-0 1, 鸭 的 连续 性 ， 则 由 于 代 .3 中 每 个 一 
TERREO 连续 而 得 到 保证 ， 这 就 表明 了 , NAD IMER 
件 和 以 代 . 全 和 人 ,加 为 边界 条 件 的 揪 信 双 三 次 样 条 函数 是 唯一 存 
在 的 ， 定 理 证 毕 ， | 

当 我 们 应 用 上 述 定 理 到 单个 子 矩形 Ry 时 , 便 可 知道 只 要 给 
ET Re 的 四 个 顶点 上 的 函数 值 ， 两 个 方向 的 一 阶 偏 导数 以 及 二 
阶 混合 偏 导数 等 十 六 个 数据 , 也 就 是 给 定 了 由 阶 方 阵 


Vid jd Ting | l,i 


Gig = Voth, Wy) x 


Sag 77 Wap (Ug, Wa) = 


Vi, j-1 Vi Qi, j-1 qu 


jio ML PU Lu — X16) 


f 


L hii $y | Sapa Sy 
ABA, Ry LW R= BM elu, w) 就 被 唯一 她 决定 了 EEO] 
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y= vob, wy), Quy 7 2 Qu, W), qu Lio (Ue, Wy), Sum View Ue, W). 
BRAK, Ry 上 的 双 三 次 函数 一 定 可 以 叭 一 地 写成 
atu, w) = {Lua l LA Cs) J [Cl yA Gg) 17 L(o —,-) 1*, 
iu, w) C Ry, 4.7) 

APIS (u ua) 1 RRR BT Qu.) 1 1x 4 BR 

[(u—34-3)] = L( —14-3)?, (utu), Qu wi), 1], 
[A Ga) Ade 4x 4 Bro Fe. 


T EN ae 1 1 
h; hi "n W 
_ 8 3 _ 2 E 
[44@)]=| "E RE o v (1.8) 
0 0 1 0 
sd 0 0 0 | 


PST MRA. SRE, REK Ry 的 四 个 项 点 坐标 
(uia, Wes), Quos, wy), Qu, Wir), CH, wp) RAT, ATi 
A. Dio AA. io 四 个 式 子 的 两 边 ， SBA SRC] 中 十 六 个 
元 案 是 分 别 具 有 前 述 各 项 意义 的 ， 这 里 的 (1.7) 4 意味 着 过 .7) 式 
两 边 对 w 求 偏 导 , 等 等 . 

这 样 一 来 , DUX UCPEZR PUR m Qu, w) FRB Ry 上 的 表示 式 
A.D EaRETERIC]:, [O] 的 左 圭 角 四 个 元 素 由 播 值 条 件 
0.2») RR, HRH pe 站 共 十 二 个 元 素 则 需要 按照 边界 条 
tt (..4) f (1.5) , JEGIE TIERE e 25087 POE (8. 

首先 ,固定 w—w,y, WAR wu, w) ES 4A). HS SZ 
=e FER HS CIS m E E ET A, 我 们 有 

Api, + 2py + opera, s= 8| M “at tA tarma] 


hia 


G=1, 2, +, n— 1), (4.9) 
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ee 
SUR u= i qM cm 


在 边界 条 件 (1 4) sk tr, (1.9) 的 边界 切 向 po E pa, e CURL, 
由 此 解 出 pu (10, 1, ++, n). AIC 0, 1, «n, m, BAER 
得 吾 上 所 有 节点 Qus w) 处 沿 % 方 向 的 一 阶 偏 导 数 pri 一 0, 1, 
ry fh j79, i, nee, m), 

对 称 地 ， 当 固定 %= 几 时 ， 则 函数 cQ, w) ES Cw; 4). FH 
得 出 相应 的 只 连续 性 方程 


A, a 29u-- wp ii = -8[; FUTILE + y) Dati Tu # | 
gi giai 


(j=1, 2, =, m—1), (1.10) 
式 中 记 为 = pas o > W= 其 边界 切 向 gio 和 gm 也 是 
AADI, ERME H gulj=0, 1, , m). 这样 , RE 
所 有 节点 On, w) AER w 7 TALISI Ert SR guy —0, 1, m 
j=0, 1, =, m) 就 全 部 确定 了 ， 

为 了 计算 所 有 节点 处 的 二 阶 混合 偏 时 数 Sy, RN Y BE 
uus, SR ar Qa, w) € Sw; du). 它 在 各 节点 w 处 的 画 数值 
ol w) =p BAAD RB A RNBHKF BT w Hak 
样 条 函数 的 m% 连 续 性 方程 


ADS, p-a F 235 H 3B, p= sfa; eT RE us Pip | 
+ 


(3=1, 2, “ts m—1), (1.11) 

假如 还 给 定 了 连续 性 方程 {1.11) 的 边界 切 向 Se 和 Sim 的 话 , 那 末 

就 解 得 Sy《j 一 0, 1，…, m). KÈ, 号 上 所 有 节点 (wa w 处 的 二 

MRS WEA Sy =0, 1, tty Ty; 7~=0, 1, wees m) 也 就 全 部 确定 
T. 

ER, AAD 的 边界 切 向 Sa 和 Sin 是 这 样 求 得 的 : 沿 RB 

RUA w= We 与 即 一 tm ERIGI Qo, wo) Ej a, (u, wm) CS Qus Au). 
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它们 在 各 节点 Uy 处 的 P b 值 iy Ce, wo) = Qio 和 Bio (Uy, Wm) = fim 
n[ A (.10) 4E f. TR RMR BIG u Bm HEHE 


Ai-i, + 25.4 MiSsry, a= a| Ay Mie a Mete da. | 


(i=1, 2,-+, n—1), B=0, m, (1.12) 
EMM WAR 1.5) 式 提供 .由 此 解 出 SoM Sin ($0, 1, 
ena). 

至 此 , EE (1.6) 中 所 有 各 元 均 已 求 得 , 因此 RR 上 的 双 三 次 样 
KBR cu, w) 也 被 确定 了 ， 它 在 各 子 矩 形 Ry 上 的 表示 式 就 是 
(1.7), 

竹下 的 一 个 问题 是 ，z(s w) 在 吕 上 的 连续 性 是 否 达 到 
COD? 回答 是 肯定 的 ， 因为 ， 由 播 值 双 三 次 样 条 函数 的 存在 唯 
一 上 性 定理 得 知 ， 凡 是 满足 插值 条 件 1.2) ME (1.4), (1.5) 
的 双 三 次 样 条 阔 数 只 有 -- 个 , 并 且 达 到 了 O2(R) 连续 . 

SREB, E uw 平面 上 给 定 了 矩形 区 域 BR 及 矩形 网 格 分 割 
4 后 , 搬 值 双 三 次 样 条 函数 z@,w) 的 计算 步 又 如 下 ; 

CD 给 定 插值 条 件 C1.2), WHR. 4) (4.5), 

(2) 4KUX RE — E ROTER (1.05, (1.10), (1.12), (1.11), 求 
IB pus qu, Su(6—0, 1, =, n 470, L, +, m), M TTAR 18 Ai BE 
1.6). 这些 方程 组 共有 m+m+5 个 , 但 它们 的 系数 矩阵 只 有 两 
种 形状 ， 分 别 以 数组 M, tn (—1, 2 n—1) 及 数组 A, ui 
1, 2, ++, m—1) WARE, 

(3) 为 了 求 B 中 任意 一 点 @w',w") 所 对 应 的 函数 值 ole", w”), 只 
FRH i j, ER, w") E.R, 然后 代入 (1.7) 式 计算 , 

定义 在 矩形 域 上 带 有 和 矩形 网 格 分 割 的 双 三 次 样 条 函数 ， 已 经 
被 deBoor 解决 得 相当 漂亮 而 又 彻底 ， 关 键 之 处 在 于 , 这 里 的 二 维 
钢 格 分 割 是 两 个 一 维 分 割 的 直 积 ;而且 双 三 次 函数 又 是 两 个 一 元 
三 次 函数 的 直 积 , 这 样 , 我 们 实际 上 已 经 把 二 元 的 问题 转化 成 两 个 
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方向 的 - -元 问题 了 . 

对 十 定义 在 -最 平面 区 域 上 带 有 任意 分 割 的 二 元 样 条 函数 这 
类 问题 的 研究 , 则 要 困难 得 多 .一 般 说 来 , 迄今 所 获得 的 理论 结果 
和 和 具体 算法 都 是 初步 的 ， 它 还 是 一 个 发 展 中 的 课题 Schumaker, 
1976)， 比 如 ,在 二 维 有 限 元 方法 中 , 最 有 意义 的 是 关于 平 三 区 域 
的 三 角形 分 割 . 上 月 前 虽然 已 有 不 少 其 体 的 构造 方法 , 能 够 保证 播 
值 二 元 样 条 函数 的 -一 阶 偏 导数 连续 ， 但 是 如 果 希 望 使 得 二 阶 以 上 
食 导 数 连续 ， 样 条 函数 的 次 数 将 要 急剧 升 高 ， 引 来 了 问题 的 复杂 
化 , 很 难 实 用 于 计算 (王仁 宏 , 1975). 

当 我 们 把 双 三 次 样 条 阵 数 应 用 于 几何 外 形 设计 时 ， 正 象 三 次 
样 条 函数 一 样 ,只 适用 于 小 挠 度 的 场合 。 和 否则 , CCP [S] FE RT RE 
破坏 .为 了 适用 于 大 找 度 和 多 值 的 场合 ,需要 对 双 三 次 函数 作 些 
改造 . 其 中 最 成 功 的 一 种 拭 广 ， 是 把 双 三 次 变 元 参数 化 ， 用 以 构 
造成 双 三 次 参数 曲面 ， 这 些 就 是 我 们 接着 要 介绍 的 双 三 次 Coons 
Hh igi, XX — RK Bézier h IURI — B 样 条 曲面 . 
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: 2.1 ;R & Bu 
混合 函数 Po, Fi, Go, Gi 在 Coons H FR AYE Re ALR AR npo t 
重要 的 作用 .它们 的 功能 是 将 给 定 的 四 个 端点 向 量 加 权 平 均 而 产 
生 一 条 曲线 段 ， 或 者 把 四 条 给 定 的 边界 曲线 “混合 ”起 来 生成 一 张 
曲面 ， 因 此 ,混合 函数 也 有 权 函 数 或 调配 遂 数 的 称呼 , 
ELEKO, 1] EAM += tk RK 
Fo (a) = Qu —3u?+1, 
Fu) = — 2! + Bu2, 
Gy (vu) = u$-—9u*4- u, 
Gy) = 一 


vc[0, 1) (2,1) 
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称 为 三 次 混合 函数 ， 它 们 具有 下 列 性 质 : 

Is =1, Fo(1) -0, E F4) =1, 

EO =0, FOU) =0; FLO) =0, FAQ) ~0; 

doe —0, G(1) =0, ease =0, G4 (1) =9, 

Gi,(0) — 1, Go (t) =0; 1(0) =0, Gd) 1, 

反之 , Rudi jg (2.2) x B9 VI 4 — X AR Fo £1, Go, GL 一 定 :具有 

(2.1) IRJESX, BAAN, 任意 一 个 三 次 函数 恰好 被 它 在 两 个 端点 

处 的 函数 值 和 一 阶 导 数值 所 唯一 决定 。 实 际 上 混合 函数 最 本 质 的 

特性 正 反 映 在 (2.2) Rh, (2.1) 不 过 是 它 的 某 个 具体 实现 器 了 ， 

一 般 地 , 任何 满足 2. 式 的 C 类 函数 都 可 以 作为 混合 画 数 使 用 , 
PEE Fo, Fi, Go, G4 的 示意 图 如 下 (图 2), 


(2.2) 


Fo 


我 们 可 以 这 样 来 看 这 四 个 混合 函数 的 功能 ， 假 定 任 意 给 定 了 
PA Py Ps, omo m, m RRP, FG. 的 作用 
后 , 我 们 得 到 的 一 条 三 次 参数 曲线 段 

Pw) = Fs (u) Pot Fi(u) Pat Go (u) m+ Ga (u) m, 
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vC io, 11, (2.8) 
必定 是 以 Po 和 PAHENTAA, mo 和 m Sie Ex HA OR 
Bg. 这 一 事实 从 混合 函数 的 性 质 人 .分 便 可 明了 。 实际 上 , (2.3) 
式 是 三 次 参数 曲线 段 的 Hermite MHRA. 由 此 看 出 ,Fo 和 
五 ,是 专门 控制 两 个 端点 位 置 而 且 同 两 条 端点 切 向 量 无 关 的 ; Go 
和 Ga 的 作用 则 恰恰 与 此 相反 . RABE, Fo 和 Go 只 对 左 端 点 起 作 
H, Fa 和 Ga 的 作用 则 仅 限于 右 端点 . 


2.2 双 三 次 曲面 

我 们 知道 , 一 些 空间 曲面 是 经 常 可 用 定义 在 区 域 D 上 的 双 参 
数 向 量 函 数 予以 表示 的 : 

r(u, w)=([alu, w), Yeu, w), z(u, w)] u, w)€D, (2.4) 
这 里 DD= [0, 116510, 1] 是 参 数 平面 上 的 单位 正方 形 区 域 ，*r 
0), r(u, 1), rO, w), rd, w) 表示 曲面 的 四 条 边界 7 (0, 0), 
r, D, rd, 0), r(L, 了 是 曲面 的 四 个 项 点, 称 为 角 点 ， 

在 Coons 曲面 的 表示 式 中 ， 大 量 使 用 着 由 Coons 创造 的 一 套 
表示 参数 曲面 和 参数 曲线 的 简 缩 符号 ,掌握 了 它 , 一些 运算 就 显得 
非常 简洁 而 又 明确 , 不 会 引起 任何 混淆 ， 在 Coons 的 记号 中 , 参数 
和 和 名 之 间 的 盈 号 以 及 向 量 的 各 分 晤 之 疗 的 逗号 都 省 略 掉 . 当 仅 
仅 讨 论 一 张 曲 而 的 时 候 ， 向 量 函 数 n Qu, w) 前 面 的 字母 rf 连 间 其 
后 的 圆 括号 也 一 起 省 赂 挤 , 因而 (2.4 的 简写 式 是 

uw = [v Quw) y Cuan) 2 (2) J, 
符号 u0, ul, Ow, lw HH ez Ha TR OGM He. 曲面 的 到 
A> fü MU fii 00, O1, 10, 1108 3), 


其 而 的 偏 导 向 量 的 记号 是 
p _- Aue) 4 — 2(uw) n) 
Mu ay o uut PU Mors Em | 
9000 dud) = uw) 
Vcr A iau de ^ oa [ei 
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等 等 , 
向 量 函 数 w0。 称 为 边界 曲线 u 上 的 边界 斜率 ， 其 它 三 条 边 
界 曲线 上 的 边界 斜率 
分 别 是 ule, Owu, Ley, 
二 阶 偏 导向 量 Ou, 
Lttuus YOwws, Ulwo BRA 
边界 曲率 。 下 个 角 点 处 
的 二 阶 混合 偏 导向 量 
O0ww, Oluw, Oum, Lew 
m 11 称 为 角 点 扭 关 . 
图 3 以 后 ， 我 们 经 常用 
到 由 四 个 沪 合 水 数 写 成 的 四 维 行 铅 量 的 样式 , 而 且 省 略 了 变 元 v. 
因此 , (2.1) 的 矩阵 表示 是 
[FFG] = [U]LM], (2.8) 
其 中 1x4 阶 短 阵 LUI = Deve] RABI HEA, mH 
4x4 Bree 


2-2 1 1 
less 8 —-2 -i 
0 0 1 of 
1 0 0 0 


HRA PRS TRUE an (2.5) SCR fr Ta] EN, RAE: FEAR 
BERT BSR wd. AR, 当 它 被 写成 列 向 量 时 , 基本 癌 量 总 是 关 
TBR wm. 就 是 说 : 


[M] | 


=[M]" W], (2.6) 


式 中 DV] = www], T RERE BL. 
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现在 , 我 们 对 上 一 节 的 冯 三 次 函数 (1.7) 着手 参 数 化 , 用 以 构 
造 向 量 形 式 的 双 三 次 曲面 。 也 就 是 说 , he 和 如 取 作 两 个 独立 参 
数 ， 将 代 .7) 的 左 端 项 拓 广 为 参数 地 面 的 位 置 向 量 ? (we, e), TH. 
右 端 项 中 的 矩阵 fCJ 拓 广 为 相 应 的 向 量 和 矩阵 [C]， 但 仍 保留 民 .) 
式 各 元 素 本 求 的 意义 这样， 
00 01 | OOs O1, 
[fh 点 A 10 ae I 11, 


[Ci - --- es 
umama & | | 00, oloo Ol». 
16, 11,|10w Ilas 


RA ride SRM 3), 我 们 还 把 定义 域 统一 成 为 
单位 正方 形 区 域 D， 因 此 G.D 中 的 指标 二 和 了 都 消失 了 ， 而 且 
k=g=1, 41-170, 如果 我 们 注意 到 和 矩阵 [4 四 ] = M], 
那 示 在 现 几 的 记号 下 双 三 次 曲面 方程 就 可 写成 

00 01 j 00s Olo If Fo 


10 11 {100 1e | Fi 
ww [Fo Fi Go 的 ]| E Poe , (u, w) € D, 
00, O1,|004, Olea | Go 


10, 1i,|l1O0,, liu, JL Ga 

(2.7) 

RAHA 2.5) 380 (2.6), 我 们 把 上 式 更 简写 成 
uw= [U] [M] [C] [M] W]. (2.8) 
Coons 曲 而 有 几 种 类 型 , 双 三 次 曲面 (2.7) 是 其 中 最 有 洋 用 价 
值 的 -- 种 ， 因 为 角 点 信息 矩阵 LC] 是 比较 容易 求 得 的 ， 在 几何 外 
形 计算 中 使 用 的 所谓 Coons 曲面 , 实际 上 都 是 指 这 种 双 三 次 曲面 . 

(2.7) 或 人 2.8) 式 也 通称 双 三 次 Coons Ji rig. 
fa fe EC) 的 元 素 排列 非常 对 称 整 齐 ， 可 以 分 成 四 组 ， 
左 鞋 角 一 块 代表 四 个 角 点 的 位 置 向 量 ， 右 上 角 和 左下 角 囊 示 边 界 
曲线 在 四 个 角 点 处 的 切身 量 ， 几何 意义 都 是 非常 明 最 的 。 Pah 
面 的 四 条 边界 曲线 都 是 三 次 参数 曲线 段 ， 它 们 的 位 置 和 形状 也 就 
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完全 决定 于 这 三 块 元 素 .。 [CIO Bf EA, Ul 
同 些 面 边 界 的 形状 毫 无 关系 ， 调 整 扭 矢 只 会 造成 曲 兽 内 部 形状 的 
变化 .例如 ,， 当 我 们 取 所 有 的 角 点 起 矢 为 零 时 ，(2 .六 式 变 为 所 谓 
Ferguson 曲面 ， 这 时 曲 而 在 四 个 角 点 邻近 会 变 得 相当 平坦 ， 造 型 
PHAR BEAR. UPR ATE, HE CPI PRR T UA BU HORS A MN, 人 
们 难以 掌握 , UAE- BRAT A SR LA RS B.A, 
PEAS B M FSS RO FE EH AC WAR AE PR, 往往 变 成 一 个 难点 , 直到 
Bézier Hii Zi, dA ECT TRUURÉOT. ORE PR 
予以 介绍 . 


2.3 双 三 次 曲面 的 合成 


我 们 在 第 三 章 已 经 看 到 , 将 三 次 参数 曲线 段 合 成 0? xm 
条 曲线 , 便 会 有 多 种 样式 的 结构 ， 现 
在 要 把 一 块 一 块 的 双 三 次 曲面 装 瑟 起 
来 , 使 成 为 一 张 样 条 时 面 , 这 个 构造 当 
然 是 比较 复杂 的 . 

先 让 我 们 来 考察 两 块 双 三 次 曲面 
S 和 5 的 连接 ， 它 们 都 用 (2.7) RE 
zc, REE S B fas de BOB PEMEOO XE 
的 顶 上 都 加 一 横 , EU I) S 的 区 别 . 

(D 为 了 让 好 和 全 达到 Ek, 
也 就 是 让 它们 相 邻 接 的 边界 曲线 完全 

ms BA, Ow= lw, 充 要 条 件 是 
00—10, 01—11, 00,=10,, 01,—11,. (2.9) 

这 是 因为 三 次 参数 曲线 段 完 全 决定 于 它们 前 两 个 端点 向 量 及 两 个 
端点 切 疝 量 的 缘故 . 

(2) 要 使 S 和 人 S 达 到 O02 连续， 也 就 是 在 相 邻 接 的 边界 曲线 
上 的 每 点 处 ，S 和 的 切 平面 必须 重合 ， 除 了 (2.9) 成 立 而 外 ， 我 
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HEA L—-THDAE. QI TRB 
Fi 
Qu, = [00, Oty O0, T he 
F 
Fo 
Tos- [10, Te Tow Teel] 7 
Go 
Gy 
所 以 , 只 要 存在 常数 因子 和 >0, 使 得 
[00。01。00w。01uo] =A(10, 11, 10,, 11,,], (2.10) 
就 有 Owy= Alves, 
从 而 就 达到 5 3n S Ay O* 连续 (图 4), 
(3) 为 了 使 两 个 双 三 次 曲面 之 问 达 到 Ca 连续 , 一 种 最 简单 而 
用 效 的 连接 方法 就 是 ， 回 到 双 三 次 函数 代 .7) 式 去 , 并 增加 双 三 次 
函数 的 另外 两 个 分 量 y(w w fll z(u, w), 用 以 组 成 向 量 形式 的 双 
三 次 样 条 曲面 ; 
T (uw) = [a uw) y Qu) (uw) ] 
= [ (u=) ] LA 0) TTC Ta LA Gr) T7 LG — w,- 3) 7, 
(u, W) ER; (6-0, 1, ++, ns j—0, 1, +, m), (2.12) 
rh BEC), 的 左上 角 册 给 定 的 型 值 点 6 (=O, 1, m 
j=0, 1 …， mm) 所 提供 ， 其 余 三 块 的 元 素 则 是 由 求解 连续 性 方程 
(1.9), 1.10), (1.41), (1.12) 来 获得 的 ， 当然? @ww) 的 三 个 分 
重要 独立 成 三 批 处 钳 ， BTM. 00.0), 我 们 也 用 向 
量 形式 适当 予以 给 定 . 
余下 的 问题 是 ， SAFH u, w) E BJ XAR. RESY 4 应 
该 如 舍 决 定 呢 8 通常 的 四 法 是 , 先 适 当天 定 某 行 各 MI u Ay 


ET 样 条 曲面 (REF 
节点 间距 y= Pen rnal 6-71, 2, …， m). 再 适当 固定 某 列 
is. 而 取 包 方向 的 节点 间 王 = [Pins — Fins- (j=1, 2, "rg m). 
UMM R-[0, 五 ]@[0, 4], KEM 


H=Sh, Q= g, 
i [Desi 


这 样 , 我 们 就 确定 了 定义 域 且 及 其 分 割 4. 这 种 取 法 实际 上 是 构造 
了 两 个 方向 上 的 累加 豆 长 参数 分 割 . 如 前 所 述 , 景 加 弦 长 参数 三 次 
样 条 曲线 具有 良好 的 光 顺 性 ， 因 此 现在 构造 的 样 条 曲面 的 网 格 曲 
线 将 是 光 顺 的 . 当然 , 运用 这 种 方法 时 所 需要 的 一 个 前 提 , 就 是 型 
AER ru (6-0, 1, ^, m j=0, 1, +, 7m) 之 间 的 间隔 要 比较 均 勾 . 
倘若 一 侧 间距 很 大 ， 而 另 一 
LIT X MET LEES 
样 ， 我 们 将 不 会 收 到 好 的 效 
S 前 面 讲 的 所 谓 适 当 国定 
某 行 j， 是 指 这 一 行 上 各 点 
Ti i RK SES — TE 38] 
Be (EL 5), 

HF (2.11) 的 每 一 个 分 
RER LEECO ES, XU 
BORE SE HY TELE c3 8] T O 
连续 的 . 

现在 介绍 的 方法 , 由 于 其 简单 易 行 , 连续 性 高 , 因而 是 使 用 双 
三 次 样 条 曲面 来 插值 一 批 空间 点 列 的 最 实用 的 方法 ， 一 些 实际 部 
门 所 讲 的 Coons jh jm if, 多 半 是 采用 了 这 套 办 法 ， 

双 三 次 样 条 曲面 插值 , 除了 刚才 指出 的 对 于 型 值 点 阵 ru 均匀 
性 分 布 的 一 个 限制 外 , 另 一 -个 不 足 之 处 是 缺乏 灵活 性， 这 就 是 说 ， 
在 边界 条 件 被 给 定之 后 ,各 块 曲 而 都 被 唯一 地 决定 了 , 局 部 修改 也 
成 为 不 可 能 . 
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2.4 一 般 的 Coons 曲面 


最 一 般 的 Coons 曲面 是 在 合成 时 采用 了 自由 的 装配 式 结 构 而 
KH. CRRA CARRE, 如 有 必要 , 对 于 曲面 的 
位 置 , 斜率 、 曲率, 甚至 更 高 阶 候 导 向 基 都 荐 能 够 使 之 连续 的 ， 当 
然 , 连续 的 阶 数 越 高 , 申 面 的 表示 式 就 越 复杂 . 

这 里 我 们 不 作 详细 推导 ,而 仅 仪 列 出 它们 的 表示 式 ， 用 到 的 
混合 函数 将 不 局 限于 三 次 函数 , MEMEO DAEAR ES 
函数 都 可 以 作为 混合 函数 Coons 本 人 曾经 选用 过 三 角 栈 数 和 8 
样 条 函数 来 构造 混合 函数 ， 

其 有 指定 的 四 条 边界 曲线 w0, ul, Ov, lw 和 四 个 边界 斜率 
Uw, Ul, Owe, lw. 的 Coons 山 面 可 写成 

T O iv0 vi wWy wl. | 
‘Ow 00 01 00, Ol, 
uw= [i Fo Fio G]! lw 110 11 10, li, || Fi. 


Ep 


* 


Ow, 100, Olu 004, Oluw | Go 
| tay $10u Ile 104, lin, |] Gi | 
(2.12) 


等 号 右 端的 五 阶 方 阵 是 很 有 规律 的 : DAREMA TF Ae 
件 安排 在 第 一 行 和 第 一 列 中 ;， 从 八 个 边界 条 件 中 得 到 的 十 六 个 角 
. 点 信息 , 组 成 右 下 方 的 四 阶 子 方 隆 , 它 的 结构 与 双 三 次 出面 (2.8) 
中 的 角 点 信息 寄 阵 [C] 的 完全 一 样 ， 从 混合 函数 的 性 质 (2 ,为 ,我 
们 本 以 直接 验证 表示 式 (2.12) 的 正确 性 ， 

要 使 这 一 类 Coons 曲面 在 连接 时 达到 C 连续 , 相 邻 两 块 曲面 
必须 具有 公共 的 边界 曲线 和 边界 斜率 ， 如果 我 们 改变 这 些 公共 的 
边界 曲线 或 边界 斜率 , 那 末 就 能 够 调节 曲面 内 部 的 形状 , 因此 收 到 
局 部 收 疏 的 功效 ， 

假定 要 使 相 邻 两 块 昌 请 达 到 O* 连续 , 光 靠 上 述 表 示 式 是 不 够 
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的 , 因为 除了 曲面 的 边界 曲线 和 边界 斜率 而 外 , 还 需要 指定 四 个 边 
RE Wow, Uli, Wau, Luv. 因此 , 我 们 必须 采用 三 对 C? 连续 
WEA BA: Fo Fs Go, Gs Ho, Hi, 这 些 函 数 还 要 满足 下 列 
条 件 : 
FB) = (8) = HB) = Bos, 
Ios -FB)-G.(8) -G2(B) = Ha (8) = H, (8) =0 
(a, 8=0, 1), 
由 此 可 见 , 我 们 只 要 采用 五 次 多 项 式 , 便 可 构造 上 述 的 三 对 混 
PHM, KTH BMH BAAR, 这 里 从 略 . 
具有 指定 的 边界 曲线 、 边 界 斜 率 和 边界 曲率 的 Coons 曲面 可 
写成 
uw--—[-1i Fo Fi Go Ga Ho M] 
EE pao, ul Do tp UWuw tow || —1 
Ow 60 01 00, Ols | tegen F, 
1w|10 11 10. 14153 10w Ilew F, 
Ow, | 00, Olu Om» Olun | OO Oluw || Go | 
Ju, | 10, 11, 10,, lla | 10www lla | Gi 
| Oo, Onu Olun Orno Ole | Omma Oluru || Ho 


x 


ZUM Oyu 11,4 10, 4 11,4, Lose ileww I Hi 
(2.13) 
读者 容易 看 出 ， 等 号 右 端的 七 阶 方 阵 与 (2.12) 的 五 阶 方 阵 具 


有 共同 的 规律 性 . 

RHR, HERA RIE BRIT. 可 是 , 随 之 而 来 的 
问题 是 每 块 曲面 都 需要 人 为 地 指定 一 些 边界 条 件 。 连续 阶 越 高 ， 
边界 条 件 就 越 多 ， 这 件 事 情 对 于 实际 使 用 Coons 曲面 的 工程 技术 
人 员 说 来 是 太 麻烦 了 . 因而 , 本 段 所 介绍 的 一 般 形 式 的 Coons Hi 
甸 ， 并 没有 象 双 三 次 曲面 那样 在 实际 应 用 部 门 得 到 广泛 的 使 用 . 
不 过 ， 从 理论 的 角度 来 看 ， 象 (2.12) 和 (2.13) 那样 构造 曲面 的 方 
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X, 是 相当 有 意思 的 . 


$3 Bézier dà 面 


3.1 Æ x 


Se L-- THAT RRB, PEKSRHRRY KR 
为 双 三 次 曲面 。 本 节 仍 然 运用 这 个 想法 , 很 自然 地 把 Bézier 曲线 
拓 ) Jk Bézier 曲面 . 

EM BAT m1) (n+) 个 空间 点 列 Oy G=O, 1, m 
j=0, 1,---, m) Ja, 称 mx n 次 参数 曲面 l 


Pu, w) -N PINO B,s QU) by, O<u, wel, (8.1) 


J mxn Bezier 曲面 , Rp {Ba 0) } Jy n 1X Bernstein 3E Ht 
族 . 逐次 用 线段 连接 点 列 64-0, 1, =, m j=0, 1, =, m) 中 的 
相 邻 两 点 组 成 的 空间 网 格 称 为 特征 网 格 , 

Bézier HAWS ER, KIN WHR, 端点 性 质 , 逼近 人 性质 
等 等 , 在 Bézier 曲 曾 的 场合 也 相应 地 成 立 , 这 里 不 再 一 一 列举 了 . 

在 实际 应 用 的 时 候 , Am Ae 均 不 宜 超 过 5.。 否则， 网 格 对 
于 曲面 的 控制 力 将 会 减弱 ， 这 同 曲 组 场合 的 情况 是 相仿 的 . 其 中 
REEDA m=n=38, MZE Bézier 曲面 ， 我 们 将 专门 设 
立 一 段 来 介绍 它 。 在 这 之 前 ， 先 举 两 个 低 次 的 Bézier 曲面 的 例 
F; 

(1) %4 m=n=1 Bf, 我们 有 双 一 次 Bézier AM. 

Pu, w) = (1—u) (1— w) 有 oo 十 (1— u) wbo 
+u(i—w)by+uwbu, Su, w«1, (3.2) 

ALIEN, (3.2) RAMANA GR) LHRH, 它 的 
边界 由 四 条 直线 段 组 成 .事实 上 , 我 们 先 把 (3 .分 改写 成 双 一 次 参 
数 形式 
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Pu, w) = uwa + uty wao + Boo, (8.3) 
式 中 doi Do; — 600, Guo Dio — bo, G1 — Dii — (Boo 十 Ato + Gor) 
(416). 接着 ， 在 取 定 了 某 个 仿 射 坐标 系 后 ， 把 曲面 的 位 置 河 量 


by Pu, w) 和 Boo 的 分 基 分 别 记 
a3 tE 
by 
LH 7 
p^ i | p Plu, w) | 1 
es / f Li L 多 
a 7 ! f 
HAH / [5 
7 j-- 7 bo—| bs |, 
wade Ls | bs 
gos BKB. IHARRA 


at M [ uw 
pi , FS u | (3.4) 
多 L bs | w 


式 中 三 阶 方 阵 [4] 的 第 一 、 第 二 、 第 三 列 的 元 素 依次 为 向 基 au, 
Gio, Gor 的 三 个 分 量 . 

当 boo, bio, bo, ba 四 个 顶点 共 面 时 ， 从 Bézier Ht peg gu du 
性 质 知 道 , 这 时 双 一 次 Bézier Hmi (3.2) EFE, 如 果 把 这 种 平凡 
情况 除外 ， 那 末 三 向 量 au, dio, Gor 不 共 面 ， 因 此 LA17 DAE. 
这 时 , (38. 多 的 等 价 表示 式 是 


tu ! | o— dy 
| u LA] y-b; | (3.5) 


w L z—b; 
经 过 仿 射 坐标 变换 


Bm 
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M(3.8) 78. FER ARR B, X Bézier Hh mi (3.2) 
LE FE— ARS A5 bd dil A 
s 
SC BR A OC 18 AU Tl Fd A, 
(2) 3 m=n=2 时 ,我们 有 双 二 次 Bézier [lf fif. 

P(u, w) = È Baw) By sw) by, O<u, w<1, (8.6) 
RHE, eS Bh IEEE 32 I HR. eS AE. 由 九 
个 质点 所 组 成 的 双 二 次 特征 网 补 的 周围 八 个 顶点 决定 了 四 条 边界 
曲线 . 中 间 一 个 顶点 Da 可 以 用 来 控制 曲面 内 部 的 形状 , 但 对 边界 
曲线 不 发 后 影响 《图 D. 


图 7 

从 Bezier 曲面 对 于 其 特征 网 格 和 的 逼近 性 质 知道 ， 在 国定 四 条 
边界 曲线 的 情况 下 ,我 们 通过 顶点 本 :的 适当 选择 , 便 可 使 得 曲面 
BGR, 或 膝 或 况 。 这 样 一 种 控制 方式 极其 直观 而 又 简易 . 


3.2 WEIK Bezier 曲面 | 
当 m=n=8 时 , 我 们 得 到 下 列 的 双 三 次 Bezier th Hy ede 
RA: 
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Py(u, w) = (Bos), Bualu), Bos), Bss(u)] 
Boo bu bos Bos Bo, a(w) 
Bio ba be b. By, a (WwW) 
J Boo On ba ba Bs, a(w) F 
L bzo bu bu bas + Bs, (w) 
或 者 仿效 双 三 次 Coons tit rii B5 AE, 
Pi, w) = [U] [N [b]W] W], (3.8) 
UP RER [b] BE (3.7) 中 的 4x4 次 特征 网 格 顶点 和 矩阵， 而 
且 


(3.7) 


-1 3 -3 1 
3 -6 8 0 
W= s sa o 0 


i 0 0 0 
这 样 一 来 ,对 于 同一 张 双 三 次 参数 曲面 而 言 , 它 的 表示 式 可 以 
写成 Bézier 形式 (3.8), 也 可 以 写成 Coons 形式 (人 2.8)， 
P,(u, w) = [U] [A] EC] [HIW]. 
由 于 对 于 所 有 的 (ww) E10, TIGE, 1), 必须 成 立 
P,(u, w) = P;(u, w), 


所 以 我 们 获得 
LW] LB] LN]? -- LM] [CE 了 7 (3.9) 
a A At pe 
-1 0 0 0 
1 0 i 0 
[Dj = [N] [M] = 4r 

0 o -1 
3 
0 1 0 09 


便 有 
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[b= ED [CP = 


00 TS 39 01— iot, 01 

1 1 1 1 1 i 

G00, O0-b = (00, --00,) +500 OLH- (01, 014) — lue 014-01, 
lig, 10- LQ0,-10) — 210. n-lgn4n,ln, n-in,| 
3 ua 3 u w, 9 uw 3 u w, y id 3 z 
10 10-110, n-ii. u 


904-- 


10— 


(8.10) 

iP ee (3.10) 显示 了 双 三 次 Bézier HB IE] ATE A BY T 

ARSE Ee [5] [5] X — ve Coons HA fi fe AB PE LC Zz IB) KR. 
它 的 儿 何 形态 如 图 8 所 示 . 


对 (3.10) 式 右 端 矩阵 的 周转 十 二 个 元 素 我 们 还 可 以 从 曲面 的 
WA HAN Bhxier 性 质 予以 直接 导出 。 由 于 曲面 的 四 条 边界 曲 
线 都 是 三 次 Bézier 山 线 ,它们 的 特征 多 边 形 的 顶点 正 分 布 在 矩阵 
(ORO AHP. 作为 三 次 Bézier 曲线 的 端点 性 质 的 自然 
HIG, 我 们 还 有 


Hs Hd di FER 
00 = boo, OL al Bos, 10 m Bao, ii = bis 
EX => Beobor, = Lor = besten, serene " 


等 等 关系 .这些 关系 却 正好 反映 在 (3.10) 的 周围 四 边 元 素 当中 。 
因此 , CB] fy Po fü 753 3} 53 Al Coons pili fr PA f rx S]; [6] 
的 周 图 四 边 上 其 余 八 个 元 素 则 分 别 对 应 于 Coons 曲面 中 的 八 个 角 
点 切 向 量 ， 
从 (3.10) 式 右 端 和 矩阵 的 中 心思 个 元 素 容易 看 出 ， 以 Bobo 和 
boobso 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 时 , boo 的 对 角 顶 点 到 bu 所 作 的 向 量 ， 


恰巧 等 于 言 00w， 在 其 余 三 个 角 点 处 也 有 相 类 似 的 关系 , 只 是 向 


量 指向 的 规则 不 尽 相 同 ， 这 些 关系 都 已 清楚 地 标明 在 图 8 中 . 

因此 ， 我 们 看 到 了 这 样 一 件 有 有趣 的 事实 ， 双 三 次 Coons 曲面 
的 四 个 第 点 担 矢 ,明显 地 阿 双 玛 次 Bézier [t Tai hy $F GE PB AY rp k 
四 个 顶点 bu, Dis, ba, bo 有 着 密切 的 关系 . 一 旦 给 定 了 双 三 次 
Bezier 曲面 的 四 条 边界 , 调整 顶点 Bu, B12, bu, Boo 的 位 置 ， 也 就 
等 价 于 变动 角 点 信息 矩阵 的 四 个 担 矢 . 这 样 , 我 们 便 把 Coons 的 角 
点 扭 矢 的 几何 意义 搞 清 楚 了 (Sadeghi & Gould, 1974). 

必须 指出 ， 我 们 将 双 三 次 参数 曲面 表示 成 Bézier 式样 或 者 
Coons 式样 ， 尽 管 是 等 价 的 ,但 是 采用 Bézier 式样 或 许 更 好 一 些 , 
其 理由 是 这 样 根据 Bézier 曲面 对 于 它 的 特征 网 格 的 过 近 性 质 看 
来 ,给 定 了 网 格 顶 点 矩阵 [加 , 曲面 大 体 上 就 有 了 一 个 概括 的 形状 ， 
通过 对 [ 国 中 诸 元 的 调整 ,就 能 实现 对 二 曲面 形状 的 控制 . 

然而 ， 我 们 对 于 利用 特征 网 格 D] 来 控制 井 面 形状 的 细节 并 
没有 了 解 得 很 清楚 .在 三 次 Bezier h RHA, 用 特征 多 边 形 控 
制 曲线 形状 这 件 事情 是 已 经 解决 的 了 ， 然 而 到 了 参数 曲面 的 领 
域 ， 问 题 要 困难 得 多 ， 上 比方 说 ， 假 如 特征 网 格 组 成 一 个 凸 的 多 面 
形 ， 对 应 的 双 三 次 Bezier 曲面 也 是 凸 的 吗 ? 回答 或 许 是 肯定 的 ， 
但 是 我 们 还 没有 证 明 . 这 个 问题 无 论 在 理论 上 或 者 实用 上 都 是 很 
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有 价值 的 ， 如 时 能 够 解决 它 ， 没 计 凸 的 Coons 曲面 片 就 成 为 简单 
的 事情 了 , 然而 日 前 在 航空 工艺 部 门 的 做 法 , 具有 通过 检查 昌 面 上 
HOS AER] Gauss 曲率 符号 ， 来 估计 昌 面 是 否 为 凸 ， 一旦 出 现 了 
Wü, LESER efe OBERE, PRR, 用 以 消除 鞍点 ， 因 为 
缺乏 理论 保证 , 调整 的 方法 尚 局 限于 经 验 性 的 阶段 ， 


$4 BHR AD 


A BRR AD B RRHH ARM Bézier 曲线 到 
Bezier Hm RITES”, BUA RI RATA 18123 ILES] BB 样 条 曲线 的 
ER. 

EM EDGE Mmt t+) 个 空间 点 列 by G=0, 1, m 
j-9, Lo, m), $E mx n X CN BH 


Pu, w) = By Fine) Fia Gb, oxu wi (4.1) 


AmxXnaKBCRABR, HPL AwWlAnK BARE 函数 
族 ,由 546-0, 1, e, m 4-0, Le, ?m2) 组 成 的 空间 网 格 称 为 B 
特征 网 格 . 

(1) 4m=a=1 时 ， 我 们 象 双 一 次 Bézier 曲面 的 情况 那样 ， 
得 到 马鞍 面 . 

(2) 34 m-—n-2 时 ， 我 们 有 双 二 次 曲面 , 它 的 两 族 参数 坐标 
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HAREM ACHR THA BEM eA. 网 
H, RIRH T BERHAK. EER E, ABR 
商 片 也 相应 地 延伸 ， 而 且 相 邻 两 片 之 间 达 到 了 O^ 连续 ， 这 是 因为 
二 次 B FEREARE, o Qu) E CO 连续 的 缘故 . 

(3) ?4 m —n-- 8 BOE EDS UB. FEAR HH ERB 
一 种 、 图 10 REC THA cH e HB RERO, 


N 
ene 


如 局 三 次 参数 曲线 段 、 三 次 Bézier 出线 和 三 次 BRA 
是 互相 等 价 的 一 样 ， 双 三 次 Coons Hit, Wowk Bézier 曲面 和 双 
SK BORRAR ED UL EUCH HARÁ, 只 是 表达 方式 不 同 而 已 ， 然 
而 这 并 不 意味 着 随便 选用 包 一 -种 形式 都 是 无 所 谓 的 ， 上 一 节 提 到 
Bézior 曲面 解决 了 Coons 曲面 中 扭 和 撩 的 表示 问题 , Week BR 
条 曲面 药 长 处 则 在 于 相当 轻松 地 解决 了 曲 商 片 之 问 前 连接 问 题 ， 
每 相 邻 两 片 曲面 之 间 都 理所当然 地 达到 了 Ca 连续 , 这 一 点 自然 是 
从 三 次 五 样 条 函数 族 {z,s(oO} 的 C? 连续 得 到 保证 的 ， 如 果 把 这 
项 措施 放 到 Coons 形式 或 者 Bézier 形式 中 去 ,做 起 来 就 非常 吃力 
费事 . 

BRUE, 由 于 双 三 次 B 样 条 曲面 放弃 了 四 个 角 点 的 插 信 条 
件 ， 曲 闸 片 一 般 并 不 通过 B 特征 网 客 的 任意 一 个 顶点 ， 头 此 ，B 
祥 条 上 曲面 特别 适用 于 几何 外 形 设计 ， 这 是 和 双 三 次 的 Coons 曲面 
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和 Bézier 曲面 不 问 之 外 ， 因 为 后 者 两 上 曲面 都 保留 了 角 点 揪 值 性 质 
而 适用 于 几何 外 形 的 数学 放样. 


双 三 次 BRS HH 


双 三 次 Bézier Hm 


第 六 章 ” 非 线性 样 条 曲线 


我 们 在 第 二 章 介绍 了 几 种 样 条 函数 , 它们 有 这 样 两 个 共同 点 : 

(1) 在 给 定 了 区 间 上 的 分 审 之 后 ， 每 一 种 祥 条 函数 的 全 体 都 
构成 线性 空间 , 并 且 连 续 性 方程 也 是 线性 代数 方程 组 , 因而 处 理 问 
题 较 为 方便 ; 

(2) 它们 在 几何 外 形 设计 的 应 用 中 ， 仅 仅 适用 于 小 找 度 的 场 
合 , 就 是 说 , 这 些 样 条 函数 都 缺乏 几 他 不 变性 . 

第 三 章 中 所 讨论 的 三 次 参数 样 条 曲线 则 是 几何 不 变 的 ， 它 适 
用 于 大 挠 度 的 情况 。 特别 是 , 其 中 累加 弦 长 三 次 参数 祥 条 曲线 是 
在 儿 何 外 形 设计 中 最 早 应 用 的 大 找 度 样 条 , 具备 计算 简单 、 线 型 光 
顺 等 优点 , 很 受 实际 应 用 部 门 的 欢迎 . 

从 六 十 年 代 中 期 开始 ， 人 们 对 其 它 的 大 挠 度 祥 条 曲线 作 了 种 
种 深入 研究 ， 特 别 沁 人 注意 的 问题 是 ， 怎 样 建立 大 并 度 木 祥 条 严 
格 的 数学 模型 y 怎样 给 定 样 条 的 连接 条 件 ?怎样 求解 连续 性 方 
fio 这 个 讨论 延续 了 十 几 年 ， 直 到 最 近 几 年 才 在 主要 的 问题 上 弄 
出 一 个 周 目 ， 而 其 中 某 些 方面 的 问题 仍 在 发 展 之 中 这 些 就 是 将 
在 本 章 前 三 节 了 几何 样 条 、 局 部 三 次 样 条 和 力学 样 条 中 所 要 叙述 的 
WA, 

随 着 数控 机 床 《 包 括 数 控 绘图 和 数控 火焰 切割 ) 的 普遍 使 用 ， 
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们 能 构造 -- 类 由 圆 弧 拼接 成 的 样 条 上 曲线, AB A 6 BE BARBE, 就 
直接 作为 数控 机 床 的 输入 信息 来 使 用 ， 本 章 $4 和 8 6 中 所 介绍 
的 双 贺 弧 插 信和 贺 线 样 条 曲线 ， 就 是 特别 适用 于 数控 加 工 的 一 类 
C 连续 样 条 曲线 ， 接 着 在 85 中 ,我 们 讨论 双 贺 弧 插 值 的 拓 广 , RU 
二 次 曲线 偶 插 值 ， 在 配备 有 一 般 二 次 曲线 插 补 装置 的 数控 设备 的 
地 方 , 要 是 采用 双 曲 线 偶 播 值 , 那 末 在 相同 的 精度 范围 内 ,曲线 的 
医 数 比 超 双 辑 弧 播 值 来 将 要 减少 近 一 半 ， 从 数控 加 工 工艺 的 角度 
来 看 , 这 显然 是 一 件 很 有 意义 的 事情 . 

本 章 所 讨论 的 各 类 样 条 , 每 一 类 的 全 体 并 不 构成 线性 空间 , 连 
续 性 方程 也 是 非 线 性 的 ， 因 而 总 称 为 非 线 性 样 条 曲线 非 线性 就 
是 它们 的 第 一 个 特点 。 所 以 我 们 对 这 些 样 条 就 不 能 象 三 次 样 条 疾 
数 那 样 地 直接 使 用 代数 中 一 套 强 有 力 的 线性 理论 和 通 近 论 中 处 理 
多 项 式 柳 数 的 成 熟 方 法 , 而 只 能 对 个 别 闻 题 作 个 别处 理 , 于 是 方法 
众多 , 手段 各 蜡 ,呈现 一 派 百花 齐 放 的 景象 ， 第 二 个 特点 是 所 论 的 
这 些 样 条 具有 明显 的 几何 意义 ， 从 间 题 的 提出 到 问题 的 处 理 , 使 
用 的 基本 上 是 几何 化 的 方法 , 它 和 举 标 系 的 选择 无 关 , 所 以 更 加 合 
乎 几何 外 形 设计 的 要 求 , 


$1 几何 样 条 曲线 


1.1 力学 背景 和 定义 
我 们 在 第 二 章 讲 述 三 次 样 条 函数 时 ， 曾 引进 无 摩 捧 木 样 条 的 
数学 模型, 在 相 邻 两 个 弄 值 点 之 间 的 负载 平衡 方程 式 是 


dh 
Pr 


式 中 参数 s RRA MAMAS, EG). OR BER EXE s 处 的 


(1.1) 
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击 率 。 水 祥 条 在 型 信 点 以 外 的 各 处 都 应 当成 立 (1.1) 式 ， 当 时 的 
处 理 方式 是 这 样 ， 在 作 了 小 找 度 假定 后 ， 按 照 近似 关系 式 ~ 
hee EL RELOD 白 然 地 导出 三 次 样 条 函数 

在 大 找 度 的 场合 ， 上述 线 性 化 的 处 理 方法 不 能 适用 ， EWE 
两 个 型 值 点 之 间 , (1 . 力 式 的 解 是 


k=as+b, (1.2) 
其 中 a Mb EAT C.D 式 所 代表 的 平面 曲线 ， 通 称 
iy Cornu Beem Euler 螺 线 ， 图 工 是 一 


条 Cornu 螺 线 的 示意 图 ， 它 的 形状 很 
每 两 圈 钟 表 发 条 EX, 钟表 发 条 的 
内 在 方程 就 是 民 . 分 式 . 

定义 ”在 平面 上 给 定 一 组 型 值 点 
{Pi 后 ， 称 满足 下 列 两 个 条 件 的 播 信 

moi 样 条 为 几何 样 条 曲线 ; 

(D) 在 每 相 邻 两 个 型 值 点 之 间 是 一 段 Cornu RAR, 

(2) ETERN C? 连续 . 

我 们 所 以 给 这 类 样 条 以 “几何 ”的 称呼 ， 是 因为 它们 的 方程 仅 
包含 曲率 和 弧 长 这 些 几 何 量 ， 央 而 不 同 壮 那 些 在 坐标 系 中 通过 函 
数 方程 来 表示 的 函数 样 条 ， 由 于 曲率 和 弧 长 都 是 些 线 的 内 在 几何 
是， 一 些 作者 也 称 几 何 样 条 为 内 在 样 条 (Adams™, 1975, Pal, 
1978) . 

在 几何 外 形 的 数学 放样 工作 中 ， 经 常 谈 论 到 曲线 光 顺 性 的 梳 
念 。 顾名思义 , 光 闫 就 是 光滑 和 顺眼 的 意思 . “光滑 ”在 数学 上 的 
意义 比较 明确 , 一 般 需 要 达到 OC? 连续 . “顺眼 ?风水 及 到 美学 的 范 
Be, 但 是 其 判别 标准 并 非 不 可 提 措 的， 归纳 起 来 , 满足 这 祥 两 个 条 
件 的 曲线 就 是 蚁 眼 的 ，( 站 没有 多 余 拐点 , MEW: (2) Wee 
变化 比较 均匀 。 所 谢 肛 与 总 , 就 是 肉眼 看 到 的 曲线 上 的 曲率 变化 . 
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不 言 面 喻 ,最 均匀 的 变化 就 是 线性 变化 ， M. RB, Cornu 
螺 线 上 至 多 只 有 一 个 拐点 ,所 以 满足 了 条 件 ( 卫 、 

我 们 已 经 看 到 , 木 样 条 的 数学 表示 是 (1.2) 式 , 这 就 从 数学 的 
角度 论证 了 木 样 条 曲线 的 光 顺 性 ， 局 实践 检验 的 结果 是 完全 一 臻 
的 . 

因为 几 僻 样 条 曲线 非常 逼真 地 模拟 了 木 样 条 的 原型 ， 而 且 有 
着 良好 的 光 硕 性 质 ， 近 年 来 受到 实际 应 用 部 门 和 不 少 理论 工作 者 
的 重视 IRS, TSA LIL Y JURUEE AR HEATER BO ARR 
型 设 订 的 数学 模型 ， 并 已 投入 实 船 生产 《Alft & Collatz, 1976), 
英国 剑桥 大 学 的 CAD 小 组 的 成 员 最 近 几 年 在 CAD RE E RR 
了 一 系列 文章 ， 研 究 念 样 运用 几何 样 条 蓝 线 来 实施 对 于 曲线 的 曲 
率 控制 。 比方 , 在 给 定 了 两 端点 以 及 两 端点 处 的 切线 同 曲率 这 六 
个 条 件 后 ， 讨 论 如 何 利 用 有 段 数 较 少 的 几何 样 条 进行 插入， 而 且 为 
此 建立 了 一 套 系 列 图 形 和 标准 算法 Pal & Nutbourne, 1977; 
Pal™ 1978, Schechter", 1978). 


12 连续 性 方程 

为 了 建立 几何 样 条 曲线 的 连续 性 方程 ， 首 先 需要 的 是 ， 给 出 
OF KBE hy MKS 
数 s、 臻 长 参数 L ABI 
PRIZEM O 和 6, 之 
间 的 微分 关系 式 ， 以 后 我 
们 常 要 用 到 这 个 关系 式 . 

如 图 2 所 示 ， 在 任意 
一 段 OF 连续 的 平面 曲线 
上 , 设 定点 Po 对 应 于 8=0， 
zs PANT GC S 
Ks UH DERE L-PSP. BRE P P 处 的 正 向 切线 闻 有 内 


180 非 线 性 样 条 曲线 [第 六 章 
mee L RMA AD HAE Bi 和 @@， 这 两 条 切线 之 间 的 夹 角 
W-6,—6, Up P dili At E320 ds EN, PETE 2 中 用 
斜 线 标明 的 一 个 直角 微分 三 角形 ， mad enda 
之 后 是 ds, dL, Lið AT AEP nuu p- dT » 我们 获 
得 函数 L, On 6, APET s 的 微分 方程 组 如 下 : 


aL = cos Aa, 

s . 
dé; ^ sin, 

ds <i, L > (1.3) 
dO, _ sin Os 

ds Lo? 

40 fH p 24 FE 
L(0) 20, 6500) 2 0,(0) —0, (1.4) 


对 于 非 线 性 的 方程 组 (1.9), RTT EUH ERR IP ORB. 按 
RIRH., BEA 


L(0) —0, aki =cos 8,1, =1, 
L; | do E 
d? d lo =0, 
RIES LT s 的 展开 式 
h=s+0(s*), (1.5) 


当 所 论 的 曲线 起 Cornu 螺 线 (1.2) 时 ， 我 们 将 @ 和 0. 关于 
s ER: 


O:-As+ BP +00), 
(1.6) 
8,= Ass T Bas? 09) 


找到 方程 组 民 . 及 中 的 第 二 .三 式 ,并 利用 过 .8 ,我 们 便 求 得 


di, B= (Amt Bit, d.7) 
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假定 Cornu RRB RAN Pl 和 Ps, SM HMKS RD 
WEO M KK Do= PiPs, PMMA DR 9A SERIA 15) 
PÆRER PWA 6: A G2, WA 61=@1 (80), G2 = G2 (50). i HH ARE 
TE V BRAD RO ka AM ka, 
那 末 (1.2) 中 的 两 个 积分 常数 
应 是 

g h- fon b-h. 


4E (1.6) jt ss, FI 
(1.7) 和 (1.5) 式 ， 便 求 得 Cornu 螺 线 在 两 个 端点 Pao Ps 处 的 切 
线 角 Oa, Oa [AB Aa, ka, SZK Lo 之 闻 的 关系 式 


pis — I ul + ka) 205, 
(1.8) 


= be (kit 253) +O (H3) . 


我 们 现在 已 经 不 难 在 关系 式 (1.8) 的 基础 上 导 得 几何 样 条 曲 
线 的 连接 条 件 . 

实际 上 , 设 已 经 给 定 平面 上 w+1 个 型 值 点 Pi=0, 1,….， 
nm). FBI a PP, Rn 
V PPa Wise BEES fi o (5 = 1, 2, 
ec Pl DEDE LDUUIN 图 4 示意 
Sh 了 第 有 段 同 第 ;+1 段 Cornu 蜡 
LÁ. 0 HUERUB US Pi 处 相连 接 的 情况 ， 
o 因为 它们 达到 O 连续 , i BL HY 
线 在 P, Ke SFE th BH de, 记 公 
4 共 切 线 Tr [a A E E R Br IE 8 
有 向 角 分 别 为 GY MOM HR LIBERO DUIS (1.8) x, 这 两 

个 夹 角 将 表示 成 
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gen = — e (ky + bays) EOS, 


(1.9) 
oP = (hy 4+ 2h) +O), 
它们 与 弦 转 角 ;之 间 存 在 切线 连续 关系 式 
0? — OFE =m, (1.10) 
因而 
pla 9 Ma BK 1+ 0(p?) (1.11) 


($—1, 2, +, n—1), 
式 中 ae, a= a 过 Pra, Pe Pi = ARE 
4 Hti 375 i-i 
K= Pope —Li-*0D: e-max|g|. (1.11) RAH 
SLADE RAN k PES IS, CEMUSESENRAY SS UR 长 三 次 
3 BEA RU EXE SEPT IESE AUN, WZ AY 25 9 A HE 
Og?) Bir QURE CL], 1978), 

在 局 部 小 挠 庆 场 合 ， 人 .11) 和 代 .9) 中 的 高 阶 项 可 以 省 略 掉 ， 
通过 省 略 掉 高 阶 项 之 后 的 代 .11) 和 代 .9); 式 ， 在 附加 适当 的 边界 
条 件 如 和 如 后 , 我 们 按照 普通 的 追赶 法 容易 求 得 几何 样 条 曲线 在 
每 点 了 ;处 的 曲率 友和 切线 T;， 但 是 , 每 一 段 Cornu BRA A LS 
如 何 决定 , 便 成 为 下 一 段 讨 论 的 内 容 ， 


1.3 插值 公式 

MSR PIED PE (0.2) 是 不 能 决定 曲线 位 置 的 ， 我 们 必须 在 举 
标 标 中 把 几何 样 条 曲线 的 插值 公式 表示 出 来 ， 最 自然 的 办 法 是 采 
用 如 图 5 所 示 的 局 部 直角 举 标 系 {Pi; zx, y), 也 即 ， 取 Pr 为 坐标 
BOR, PvP. yo 轴 ，y 轴 则 由 右手 法 则 决定 。 为 了 符号 的 简洁 ， 
我 们 再 次 省 略 指标 6， 而 用 Ps, Po 代 骨 相 邻 两 个 型 值 点 ， 曲 线 在 
Ps 点 的 切线 角 外 是 按照 连续 性 方程 引 .10 以 及 (1.9) 式 解 出 的 ， 
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向 线 上 上 对 应 于 弧 长 参数 s HR Pe OCs) 则 是 通过 对 上 晶 率 
的 积分 来 求 得 . 

6 =" k(s)ds-+ bs 


= Jast bs 4- ĝi. 


ta 


(1.12) 
ZH, Pi 和 P. 之 间 的 一 . 图 5 
E Cornu 崇 线 在 局 部 直角 坐标 系 中 被 天 示 为 关于 缀 长 8 的 参数 方 
程 
[=~ |" cos 6 (2) dr, 
: (1.18) 
y= [^ sin 6 (Od, 


(4,18) 就 是 几何 样 条 曲线 的 插 什 公式， 其 右 端 是 两 个 Frenet 
积分 , 我 们 虽然 不 能 把 它 人 表示 成 初等 函数 , 孝 可 以 通过 标准 计算 
程序 进行 数值 积分 。 这样 做 , 当然 会 给 插值 计算 带 来 麻烦 , 然而 在 
局 部 小 抄 度 场合 ， 不 妨 取 (1.13) 的 一 阶 近似 , 即 展开 积分 号 中 的 

eos 6 —1--O (603, sng=040003), 
于 是 , MAK CL. 13) AE 
z-—8--O(g*), 
| i qx 5 
y= Gas +x bs Ts O(o*. 

当 忽略 了 其 中 的 高 阶 项 之 后 ， 上 几何 样 条 曲线 在 各 个 局 部 直角 
坐标 系 中 的 近似 表示 式 就 是 三 次 多 项 式 函 数 

y= or T bat + Oe, 


从 此 我 们 得 到 一 个 启发 ， 很 定 直 接 从 局 部 直角 坐标 系 中 的 三 
次 多 项 式 出 发 构造 O 连续 的 播 值 样 条 曲线 , 会 不 会 兼备 计算 简单 
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和 线 型 光 顺 这 两 方面 的 优点 呢 ? 这 虐 是 局 部 三 次 样 条 曲线 的 构造 
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2.1 定义 和 连续 性 方程 

在 平面 上 给 定 一 组 型 值 点 Pi 一 0, 1,…, n) fi, 过 每 相 邻 两 
个 型 值 点 Poa 五 建立 一 个 局 部 直角 坐标 系 . 在 这 个 坐标 系 中 ， 
以 Pra 和 P 为 两 端点 的 三 次 多 项 式 曲线 称 为 局 部 三 次 邮 线 ， 较 
时 利用 这 类 曲线 煌 造 样 条 的 是 Fowler & Wilson (1968) & gt af fi 
人 人 41974)， 所 用 方法 是 基于 选 代 和 逼近 技巧 ， 之 后 , Ph (1977) E 
立 了 连续 性 方程 并 作 线性 化 处 理 ， 从 而 给 出 了 逼近 阶 估 计 和 变 分 
性 质 的 讨论 . 

定义 ”凡是 满足 下 列 两 个 条 件 的 播 值 样 条 称 为 局 部 三 次 样 条 
dh £k. 

QD 在 每 个 局 部 直角 坐标 系 中 是 一 段 局 部 三 次 曲线 ; 

(2) 整 条 曲线 0? 连续 . 

我 们 仍然 省 略 指标 i 而 用 PP 和 Po 代表 相 邻 的 两 个 型 信 点 ， 
BRE L~ PiPs， 在 局 部 直角 坐标 系 中 ， 启 部 三 次 有 曲线 的 方程 是 


y= aa? + ba? + cx, (2.1) 
ECU PO, 0) Ai Poh, 0) 为 两 端点 ， 因此 有 
c= —al?-—bL, (2.2) 


BRZE Pa 和 Ps Ib oL PBR 8 oh, RUM 
V. AQ) 8 2.2) FAB E AZ LS 6 RR RA 
gi e Oiti), 
(2.3) 


y= (gt + 2ys . 
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设 曲线 在 Pa 和 Po 处 的 切线 同 弦 PP 所 夹 的 有 向 角 为 外 和 和 
Oo, Wy ka 和 Ks OR ER 0), FÆI nEELCE RE T 36 f On, 
Ba 和 曲率 ki, ko DL CE LUA EZR X 


-..L( 2 1 a 
fgói- —g ae bt oO 2 a 


L 1 2 
ig ĝa = AETIA ki fete ks). 
两 边关 于 0180 02 ER HUE JT, WAT 
f esos £a kj) 4-0(8*), 
(2.5) 


v T (hat Bhs) 0 (9). 


XU 8-max(0,, !0,]). BRR LB 5, 便 得 到 


六 -- — Las (24, Eu) OQ), 


(2.6) 
819 = z (k, 1-95) +O (p°) ? 


其 中 0077 和 OP (ZA SBS BR Jp BB — X ATE Pi 处 的 公 切 线 
与 各 自 弦 线 之 间 所 夹 的 有 向 角 ( 图 7), k 代 类 相 邻 的 两 段 局 部 三 
次 曲线 在 Pe 处 的 共同 的 曲率 , qx FEAR $e fü. 现在 ,我们 把 (2.6) 
式 代 入 切线 连续 关系 式 

OPO =p (2.7) 
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便 得 出 局 部 三 次 样 条 曲线 的 连续 性 方程 ， 
palo it 2E + Asha = BK Op) 
(2—1, 2, =, n—1), (2.8) 
AH, imu e XURI.IDUHE. JURXPRG.10 10.8), 
就 会 明了 : 几何 样 条 和 局 部 三 次 样 条 的 连续 性 方程 除了 高 阶 项 
OW) 以 外 , 是 完全 -- 致 的 ， 
相应 地 , 局 部 三 次 样 条 的 8 连续 性 方程 是 
348,1 -3- dio — upi — paga t+ Op) 
($—1, 2, =, n—1), (2.8) 
式 中 记 6,2 017», 
关于 局 部 三 次 样 条 的 收 伍 性 问题 ， 已 经 有 了 这 样 的 逼近 阶 佑 
HEH, 我 们 无 证 明 地 叙述 如 下 . 
定理 设 卫 是 任意 一 条 插值 于 给 定型 值 点 Pi(i=0, 1,…, nn) 
的 0 连续 曲线 ,如果 局 部 三 次 样 条 曲线 5S 与 荆 有 着 相同 的 插值 条 
件 和 边界 条 件 , 则 在 每 个 局 部 直角 坐标 系 中 5 关于 工 的 逼近 阶 为 
SO (z) — P (2) -O(g**  (a--0, 1, 2), 
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在 几何 外 形 计算 中 ,经常 出 现 的 是 局 部 小 抄 度 型 值 点 列 。 当 
我 们 使 用 局 部 三 次 祥 条 进行 播 值 时 ， 还 可 忆 作 进一步 简化 . 办 法 
是 省 略 掉 各 算式 中 的 高 阶 项 , 使 非 线 性 问题 转化 成 线性 问题 。， 也 
就 是 说 ， 将 整体 的 大 挠 度 出 线段 分 割 成 若干 个 局 部 的 小 挠 度 曲线 
段 ， 具 体 的 算法 如 下 ， 

第 一 步 , 求 有 GG=0, 1, +, m. 

将 (2.8) 式 中 的 高 阶 项 Olg”) 省 路 掉 , 便 得 到 线性 化 的 连续 性 
方程 

hit 2hy+ Mu 73K, (G=1, 2, +, n—1), (2.10 
在 附加 两 个 适当 的 边界 条 件 后 ， 用 普通 的 追赶 法 求 得 唯一 解 到 
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($—0, 1, +++, m), 

第 二 步 , 求 切线 角 HP MOP (1-1, 2, +, 0), 

将 第 一 步 求 得 的 (i=0, 1, «o, RARER DUELO (p?) 
后 的 人 .6)1 RAVER Ps 处 的 切线 角 


PHD = e (Bytes). (2.11) 
然后 从 (2.7) 求 得 另 一 个 切线 角 
9g = pt go» (2 7 12) 


第 三 步 , 给 出 每 个 局 部 直角 坐标 系 中 的 插值 表示 式 . 
为 简单 计 ， 我 们 省 略 去 指标 i HBR EME. AP 
SRM a, b, e 应当 满足 下 列 关系 式 
ig 0, — e, 
ig 0, —- SaL? 4-26 L 4- c, 
0—aI?-FbL-rc, 
从 此 解 得 


a- BELO bm — Bert tee o= tg, (2.18) 


RWWA 0 Al 0» C4 (2.1) A (2.12) BOE T. 

SER 2.10), (2.11), (2.12), (2.18) EL (2.1) 式 所 求 得 的 
插值 样 条 ， 称 为 线性 化 的 局 部 三 次 样 条 曲线 、 它 在 各 型 值 点 处 严 
格 达到 O* 连续 ,近似 达到 0 连续 ， 事 实 上 ,0? 连续 是 由 (2.12) 
保证 的 ， 此 处, 不 难看 出 , 线性 化 样 条 在 每 个 型 值 点 处 的 左右 曲率 
司 精 确 值 之 差 都 是 OCg”)， 所 以 在 工程 的 精度 内 , 实际 上 不 会 发 生 
HR, 我 们 容易 证 明 , 线性 化 样 条 与 局 部 三 次 桩 条 有 
相同 的 逼近 阶 . 

我 们 认为 ， 在 实际 应 用 到 局 部 小 挠 庶 型 值 点 的 播 值 时 ， 使 用 
线性 化 的 局 部 三 次 样 条 , 优点 是 计算 简单 ， REM XXE, BEAT 
避免 本 来 需要 通过 选 代 技 巧 才能 求 出 《2.8) 式 的 精确 解 的 这 种 麻 
烦 ， 又 能 逼真 地 再 现 木 样 条 所 攀 的 曲线 . 假定 把 几何 样 条 作为 木 
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FERRE ROEM, BBL 11) 同 (2.8) 式 的 比较 ， 
我 们 看 出 ， 局 部 三 次 样 条 与 几何 样 条 在 型 值 点 处 的 曲率 本 来 就 有 
OG?) 的 误差 、 现 在 昌 经 过 了 线性 化 , 但 也 还 是 O97) 的 误差. 

在 船体 生产 数控 系统 上 ， 沪 东 造 船厂 多 年 来 采用 了 线性 化 的 
局 部 三 次 样 条 作为 插值 曲线 。 生产 实践 证 明 ,， 上 述 的 看 法 确实 是 
& T Schi UIE, ICAL], 1980), 

如 果 对 线性 化 的 局 部 三 次 样 条 与 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 这 两 
者 的 连续 性 方程 作对 比 ， 我 们 立即 发 现 它们 的 主 部 完全 相同， 
差别 也 仅仅 限于 高 阶 项 0(y”)， 因 而 有 着 同样 的 融 近 阶 ， 我 们 在 
沪 东 造船 厂 曾经 做 过 对 比试 验 ， 在 插 信 同一 组 局 部 小 搁 度 型 信 点 
时 ， 这 两 种 曲线 几乎 完全 重 选 在 一 起 。 而 在 局 部 大 挠 度 的 型 值 点 
附近 , 两 者 果然 有 所 不 同 , 但 也 难 辨别 它们 的 优 省 ， 

总 之 , 理论 分 析 和 实际 试验 都 表明 , SU EK m SUBE IZ] 
线性 化 的 局 部 三 次 样 条 , 是 较为 实用 的 两 种 大 挠 度 揪 值 梓 条 , 它们 
的 共 辣 优点 , 也 是 计算 简单 和 线 型 光 顺 等 ， 
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出 发 而 把 它 建立 起 来 的 ， 我 们 知道 ， 省 略 掉 水 样 条 的 刚度 平方 
(EL)? 这 个 常数 因子 不 计 ， 
U= f” kas (3.1) 


代表 了 相 邻 两 块 压 铁 之 闻 长 度 为 s 的 一 段 本 祥 条 的 能 景 ， 凡 估 
4$ U — min 的 曲线 ,就 是 无 摩擦 木 样 条 的 平衡 位 置 ， 凡 使 T 的 一 
次 变 分 为 零 , 即 

su =0 (8.2) 
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的 曲线 , 称 为 M 曲线 , 我 们 记 它 为 
M, r—r(s), s Eee Sd. (3.3) 
定义 ”在 给 定 了 一 组 型 值 点 时 ， 阁 每 相 邻 两 个 型 值 点 之 间 都 
是 一 条 M WHEN, 而 且 在 各 连接 处 达到 O? 连续 , 就 称 这 种 插值 样 条 
为 力学 样 条 曲线 ， 

， 对 这 一 类 样 条 曲线 的 性 质 , 尤其 是 M. 曲线 的 性 质 , 许多 作者 
曾经 运用 不 同 的 开具 进行 了 研究 ， 还 战功 地 应 用 到 工程 的 领域 中 
去 (MacLaren, 1958; Birkhoff, Burchard & Thomas, 1965; 
Glass, 1966, Larkin, 1960; Lee & Forsythe, 1973, Malcolm, 
1970. EFRR dm WEE GR RE ky) AUTOKON 几何 外 形 
WERL. KP RAK IE RAE JEDE Mehium( (17 
1969, [2]1974) 所 研究 的 力学 样 条 曲线 的 理论 和 算法 为 基础 的 ,他 
的 一 套 算 法 程序 称 为 人 URGLA， 就 是 挪威 文 Kurve Gatting (H 
线 拟 合 ) 的 缩写 ， AUTOKON 在 1965~ 1969 年 期 间 已 经 光 顺 了 
150 ARAB, 这 个 几何 外 形 设计 系统 在 册 际 上 是 频 有 名 气 的 ， 

Mehlum 对 于 M 曲线 的 研究 与 众 不 同好 采用 了 典型 的 微分 
几何 方法 , 很 有 一 些 特 色 . 由 于 问题 是 非 线性 的 , 假如 要 全 面 地 进 
行 论 述 , 就 离 不 开 近 代表 近 、 客 级 数 展 开 等 -- 套 数值 计算 方法 .但 
是 我 们 不 打算 过 多 好 牵涉 到 这 方面 的 内 容 ， 而 只 局 艰 于 力学 样 条 
的 基本 数学 理论 ， 有 兴趣 于 数值 计算 的 读者 , 可 以 参阅 附 在 书 末 
的 有 关 文 献 ， 


3.2 Sa Mae 
id G.3) AAW MHRA ors) 处 的 切 向 量 、 主 法 向 
量 、 从 法 向 量 依 次 记 成 TG), No), 召 (s)， 它 们 合 在 一 起 组 成 曲 
线 M W Frenet 标 哥 ,其 闻 成 立 下 列 一 些 基本 关系 式 
r'- T, B-TxN, (8.4) 
以 及 Frenet 公式 
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T'—kN, 
hale —&T -«B, (3.5) 
| B'= N, 


式 中 天 和 了 RMR Me RE, RS RENK 8 OR 
F. 现在 用 


b= (PT)? 
代入 能 量 积分 (3.1), 并 且 注 意 到 
T=1 (3.6) 
ll 
r-T (3.7) 


我 们 就 可 把 《3.2) 看 成 为 带 有 两 个 约束 条 忻 (3.6) A (3.7) 的 变 分 
问题 。 从 向量 形式 的 Lagrange 乘 子 法 得 出 
aj rcr, T’; 7; $)ds—0, (8.8) 
式 中 函数 
F=(T")242(s) (T2—1) 29 (9) (r-T), 
按照 (3.8) 的 爽 拉 方程 , 导 得 


人 (3.9 
0, i 
也 就 是 

AHS T-EN - iB V, (8.10) 

其 中 Ww 为 常 向 量 ， 上 式 两 边 对 s 求 导 并 利用 人 3.5) ,我 们 得 到 
A-D-5 p, (3.11) 
Pi 0, (3.12) 
这 里 C fU D 是 两 个 积分 常数 ， 若 将 人 3.10) 式 两 边 各 自 平方 , 使 得 
pei p- Dye Far, (8.13) 


RHEA =F] 这 是 一 个 关于 天 的 一 阶 非 线性 常 微分 方程， 
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为 了 把 它 的 解 用 特殊 函数 表示 出 来 , 我 们 作 新 函数 


wn 1 ya 
于 是 得 到 与 (8.13) 等 价 的 关于 ”的 常 微分 方程 
n? = Anf — gon — go, (8.15) 
式 中 常数 
g2— EDs, J=- DI- 4 DJ? + Lo, 


如 所 知 , (8.15) 的 解 是 Weierstrass HHH] p cq 2x 
n-p(-FAÀ; ga, Ys), 
其 中 4 是 积分 常数 .因而 方程 (3.13) 的 解 是 


i= D—4p(s+A; 9a 93), (3.16) 


几何 关系 式 (3.12) 和 (8.16) 一 起 决定 了 M 曲线 的 曲率 和 指 — 
率 ， 从 而 完全 决定 了 M HERRER. APJ O, D, J, AWE 
个 积分 常数 ， 


3.3 平面 如 曲线 
现在 , 我 们 把 空间 M HAR EK Litt, 这 时 5=0,， 从 
而 (38.12) 中 的 C=0。 代 入 (3.183)， 我 们 得 到 平面 M 曲线 的 曲率 . 
所 满足 的 方程 ; 
es p-py —J?, (3.17) 


它 的 解 也 是 由 (3.16) 式 给 出 , 只 是 常数 g HORRE ETH 
圆 p mM A, RNA RAWAL. FART 
种 特殊 情形 进行 讨论 . 
将 (3.17) 两 边 对 3 RE, HA 
pret #—D)=0, (8.18) 
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人 4 DRAK, BS KD 时 , (3.18) 式 简化 成 
k" ~ Dk=0, (3.19) 
方程 (3.19) ASR EL ol, EPEA A E PORE REIK 
RGM, VD 表示 张力 参数 ， 这 一 点 已 经 在 第 二 章 中 作 了 讨 
ib. 在 本 章 的 $7 还 要 继续 讨论 (3.19) 在 大 找 度 场合 的 样 条 构造 . 
(2) 4 D=0 时 , (3.18) 式 成 为 


k+ k=O, (8.20) 


方程 (8.20) 最 早 由 Birkhoff fu deBoor 所 导出 , 并 发 表 于 
1965 年 ， 但 是 他 们 的 数学 模型 稍为 有 些 不 同 ， dx AURI B RS 
. Lo 的 两 个 相 邻 型 值 点 , PR 
U*- | eds (8.21) 


为 A, BB 之 间 一 段 木 祥 条 的 能 基 , WDXEDHIEEOUULDIE s 却 是 变数 ， 
凡是 使 得 
0*=0 (3.22) 
的 平面 曲线 称 为 M" 曲线 . 
按 直 .3) 式 改写 (3.21); 


T= | ds f" K d= |] FCs, @,, DdL, 


eos O 


- ig © E dO, 3 
式 中 Fes (Ar TT) eos, 
(3.22) iJ Euler 方程 是 
20). dO, 3 t a 2 
2 D -( a) tz 六, 一 a (3-- sec? Oo) —0, 
再 按 红 .3) 式 改写 , BA 


PO, 1 /dO,\? | sin Ba 008-4, a 
Twotalàe) €97 a Bt eet) -0. 


(3.23) 
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又 一 次 按 (1.8)， 


两 边 对 s 求 导 的 结果 便 是 (3.20) 

HA HL, Birkhoff 和 deBoor 所 研究 的 木 样 条 数学 模型 , 是 
Mehlum 的 特殊 情形 ， 后 者 更 包括 了 张力 样 条 . KHSRD 5th 
线段 的 总 弧 长 wm FF, 可 以 想象 ， 当 5o Lo, HR 
RAB RN, 我 们 一 定 有 Doo. 

顺便 说 明 一 下 , 这 一 章 所 介绍 的 各 种 样 条 还 在 发 展 之 中 , 名 称 
众多 , 很 不 统一 ， 我 们 所 用 的 “ 非 线 性 样 条 ”(Nonlinear Splines) 
和 和 “力学 样 条 ”(Mechanioal Splines) 的 称呼 则 起 源 于 Birkhoff 和 
deBoor 1965 年 发 家 的 文章 .但 是 Mehlum 以 及 E. Lee fü G- 
Forsythe 等 却 称 本 节 讨论 的 对 象 为 “ 非 线性 样 条 "， 这 祥 提 ， 未 免 
过 于 宽广 了 . 


”3.4 平面 力学 样 条 的 连续 性 方程 


本 节 ， 我 们 仅仅 讨论 由 M 曲线 (3.20) 构造 的 力学 样 条 的 连 
KA. BTC ID 所 表示 的 张力 样 条 曲线 , 将 在 87 中 介绍 . 
非 线 性 方程 吕 .20) 的 首次 积分 是 
(By 36-2» 
再 积分 ~ 次 将 出 现 椭圆 函数 . 因此 , 我 们 宁可 改 用 窒 级 数 展开 方 
法 , 从 (3.20) 中 解 得 


bcc Th 


EE: fs (8— so) +0 (83). 


E E T E 
样 条 连续 性 方程 也 是 (1,11) 式 , 26 8 DUE RS KI O 中 出 现 ， 

迄今 为 止 ， 我 们 已 经 看 到 :， RIMNKZKAKBRHAR, Mie 
， 和 条、 几何 样 条 、 局 部 三 次 样 条 .力学 样 条 等 除了 高 阶 项 Op") 外 , XE 
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续 竹 方程 都 是 相同 的 ( 刘 易 元 上 ,1878). 进一步 值得 做 的 工作 是 
更 细致 地 分 析 余 项 Oo”>， 以 观察 这 些 不 同 种 类 的 桩 条 在 高 阶 项 
中 的 差别 究竟 有 多 大 , 从 而 更 精确 地 信 计 这 些 插值 样 条 (具有 相同 
RE RPP) 之 间 的 误差. 

然而 Mehlum fe KURGLA 算法 中 并 不 使 用 上 述 宕 级 数 展开 
的 处 理 方 法 , WOK T 2 Be BIR OT 连续 方式 连接 起 来 ,然后 
按照 一 秦 设 计 好 的 达 代 逼近 技巧 ， 使 贺 张 祥 条 逼近 地 注 足 插 信 条 
d. 现在 详 述 于 下 . 

第 一 步 , RINE.) KART, 再 对 s 积分 , 便 有 


Tx T'=W xr—E, (3.25) 
如 是 积分 常 向 量 ， 在 上 式 两 边 点 线 召 ， 则 得 到 
k=@r+e, l (3.26) 


这 里 记 常 向 量 O©- BxO, 常数 se=BE= 土 |BE|. 又 从 (3.10) 看 
出 , 平面 M 曲线 的 VP 落 在 曲线 所 在 的 平面 上 , 因而 D 亦 然 , 并 且 
KD RRS 就 得 到 要 方向 ， 假 使 在 平 曾 上 取 定 一 个 直角 坐标 
系 , 使 得 常 向 量 D D o 轴 的 正 向 , 那 末 (3.26) 的 坐标 形式 就 是 
k=Ja-+e, (3.27) 
这 者 明 平面 政 HR PRAG EAA Bre TET EREN 16] DR Hi 
变化 . BME MRE BULK so 的 选择 , 这 里 存在 一 个 自 
BUE. 因此 不 妨 规 定 D ATE ABH CAT B JM iis 


" 的 两 个 端点 )， 据 称 , 这 样 一 种 选 
" 2 择 是 从 算法 的 大 量 实际 经 验 中 提 
pE [TET 

< 第 二 步 则 用 阶梯 曲率 函数 去 
--— a 通 近 线性 曲率 (3.27)， 这 一 步 马 
图 s 示意 在 图 8 中 ， 阶 梯 有 曲率 通 近 音 


WERA- ROA PRE M BAR. WHAT, 专门 设计 了 
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BARBERS, RAW AREATKE-AHSRAMAM 
的 C* 连续 样 条 , FARMER. WA, KT 
选 代 遇 近 的 细节 这 里 不 再 介绍 . 

if Me ALS HB) KURGLA 算法 的 国 驱 逼近 部 分 
(Mehlum[1], 1969) ,或许 会 获得 这 样 一 种 印象 : 圆 弧 的 沈 代 下 近 
与 前 闪 部 分 关于 M 曲线 的 长 篇 论述 似乎 没有 什么 关系 .这 种 印 
象 不 是 没有 道理 的 . 原因 在 于 Mehlum 并 没有 进行 关于 M 曲线 连 
接 条 件 的 讨论 ， 因 此 在 每 个 型 值 点 Pi 处 的 曲率 五 仍然 是 未 知 数 ， 
汶 在 第 二 部 分 设计 的 阅 弧 送 代 允 近 程序 ， 实 际 上 只 是 构造 了 一 条 
C ERKEK. WK, 我 们 为 什么 木 能 直接 构造 呢 ? 这 就 是 
$4 和 $6 接着 所 要 讨论 的 问题 . 


$4 RAM 


由 多 段 图 张 拼接 成 的 样 条 ， 虽 然 在 连接 处 只 能 达到 0! 连续 
性 ， 但 是 用 它 却 能 够 省 略 一 步 “ 后 置 处 理 ”而 直接 作为 数控 设备 的 
输入 信息 .因此 许多 实际 部 门 都 育 欢 应 用 这 种 样 条 . 


4.1 双 辆 级 插值 的 定义 及 连接 点 轨迹 


当 我 们 按照 局 部 三 次 样 条 (或 其 它 合适 的 样 条 ) 对 平面 上 一 组 
型 值 点 {Pd 进行 插值 时 , 往往 希望 再 在 数控 绘图 机 上 画 出 曲线 来 . 
然而 一 般 的 数控 绘图 机 并 不 能 直接 亚 册 三 次 曲线 ， 按 现 有 的 插 补 
装置 , SAT ROWER EK RRP RRA, 因此 需 
要 用 几 段 贺 弧 来 至 近 三 次 曲线 ， 最 简单 的 是 用 两 段 圆 狐 ， 即 所谓 
JLA (Bolton, 1976), 在 实际 应 用 时 ， 我 们 将 仅仅 保留 局 部 三 
次 样 条 在 每 个 型 值 点 处 的 切线 ， 把 相 邻 黄 点 之 问 的 三 次 曲线 扬弃 
TAR È ELPALER DES, 

为 了 让 双 圆 弧 插 值 县 有 良好 的 光 顺 性 ， 我 们 首先 找 出 局 部 三 
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次 样 条 上 的 全 部 拐点 , 将 它们 作为 新 型 值 点 播 入 原 有 型 值 点 之 间 ， 
而 仍旧 记 作 CP. 这样 一 来 ， 局 部 三 次 样 条 的 每 一 绒 内 就 不 含有 
AR. 

省 略 指标 i, 用 Pr 和 Ps RAMSAR, MEHA m 和 
m 分 别 表示 这 上 段 局 部 三 次 样 条 在 Pi 和 Pa 处 的 切线 . 

EM RBA Pi 和 Ps 及 其 两 切线 m 和 ma BRA. Fl 
PUBL AM Di 和 Do, 使 满足 下 列 条 件 ; 

(1) Dz tt Py HEFT Mi, Dj tt Ps HUF ma 

(2) Di 5 D, 在 连接 点 相 切 , 

这 样 的 方法 称 为 双 贺 弧 插值 . 

从 定义 看 出 ， 双 圆 浙 插值 其 实 是 一 种 几何 形式 的 0 连续 的 
Hermite 插值 . 

我 们 知道 平面 上 的 圆 绝 唯一 地 决定 于 三 个 条 件 ， 从 而 双 图 弧 
插值 包含 6 个 自由 度 . 可 是 从 定义 我 们 只 有 5 个 条 件 ， 所 以 还 剩 
下 一 个 自由 度 . 这 表明 连接 点 并 不 唯一 确定 ， 我 们 将 阐明 : 它 的 
轨迹 是 过 POR P: H-RAM, 

设 两 切线 ma 与 ma 相交 于 P 点 , PAM D 5 Da fk P RA 
5. ENP AWAWRmMA m, ma 分 别 相交 了 手 Mi, Me WA 


(H9). PERITA 18 k f (87), ba Os, 
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Ui. 加， 在 以 后 的 运算 中 要 特别 注意 这 些 角 的 符号 . 
APMP TEASER — FE, 所 以 


puô- hpa, 
于 是 
= BSP (4.1) 
同样 ， 
dec tS, (4.2) 
在 APPP: 中 ， 
LPP Pien- (s da) e - 17 Pn, (4.3) 


因此 , DGEBA LP 的 轨迹 是 通过 Pi 和 Ps W EAM, iG TEC. 
TBI, APP Ps MAUD N 也 满足 (4.3) 式 ， 就 是 说 , 内 
p N KERM E (PA 10). 


P, P, 
10 
MAIÈ, Ps, Po ZAM RHR EAA, BE 
不 允 洗 出 现 反 弯 的 连接 方式 ， 为 了 保证 做 到 这 一 点 ,我 们 只 能 采 
HEM O 在 APPP: 内 的 部 分 , 即 图 1 中 图 弧 C 的 粗 线 部 分 ， 
作为 双 圆 弧 的 切 点 所 在 , 这 就 是 说 ， 
|8)<min(|41|, |@2!). (4.4) 


4.2 RAM+SASK 


TeEbiicp, Rink APL, PARAIHE. O 
FiO. ARAARA O, WAERN R =-O.P,, R 
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图 11 


= OP», FAA OP; | PiP*, OPa | P,P*. 
在 APiPPs 中 ,由 正弦 定理 ， 
PP. sin tba y 
Fab ebay ^ 
fg OLD, | PP， 于 是 在 直角 AO.PLD, 中 求 得 
_—_ PD z PP 
sin (8,—154) 2gin (8,— 4) 
» gin Wa LE 
Zsin (8, — V) sin (jr, — dig) 


D 
2 


muss -上 
2 G8 an fi On ^ 
2 sir 5 sin 5 


L 


sin 


同样 , 求 得 Ra RK, 840) 089] 
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sin 6,8 
2 : 
Ry =—-— -y a ~ L 
2 sin Ai» sin UE i 
4.5 
ee 0,0 (e 
a 
R “em, eo = mam o as 
i 2 gin 0, —8 sin £i Os 


EE, BRAT 6, 06, O REAA, MAK LMA 
E. MARA R HAGE. 符号 的 意义 是 ， 若 R0, R 
第 一 个 圆 弧 从 P. 到 三 取向 顺 时 针 ， 反 之 则 取向 道 了 时针， Ry 也 是 
一 样 . 这 为 判断 贺 张 的 走向 带 来 了 方便 ， 而 较 弧 的 走向 则 是 绘图 
信息 折 需 要 的 ， 事 实 上 (4.0) Br H A EAL TB Hip RE 
fi. 


4.3 选择 连接 点 


ERARO 上 如何 选 定 双 贺 纹 的 一 个 连接 点 ， 是 我 们 要 研 
究 的 同 题 ， 当 然 , C 上 的 任何 一 点 都 是 双 贺 弧 的 连接 点 , 但 是 我 们 
希望 充分 利用 这 一 个 自由 庆 ， 使 得 所 连接 成 的 双 圆 红 尽 可 能 地 交 
Wi HO. 一 多 时， 不论 8 取 何 值 ， 从 4.5) 式 看 出 Ba — Ba 
TET 这 表明 双 国 缴 都 合十 同一 段 轴 弧 ， 今 后 我 们 将 排除 这 种 
特殊 情形 而 假定 bw 一 0 

目前 已 经 有 四 种 选择 方法 为 实际 部 门 所 采纳 ， 它 们 分 别 是 ， 
选择 连接 点 P, 使 得 

(1) OE -1 min, 即 取 8-0. 

这 是 我 们 在 沪 东 造船 三 的 双 画 弧 样 条 程序 中 所 作 的 选择 ( 刘 
Roi, BXH, 1980), 


(2) | Ra- R;j—min, BIR ô= a 


200 {FER ETE Rl ex {PAE 
英国 造船 业 的 BRITMSHIPS 系统 自 1971 年 起 采用 这 种 方法 
(Bolton, 1975). 


@ -El -min, RI ô= — 


已 被 中 国 科学 院 计算 中 心 以 及 国内 一 些 航空 部 门 所 采纳 (各 
RK, ASH, 1980), 

(4) PEAN O 与 局 部 三 次 样 条 的 交点 GRATER BE 
是 唯一 存在 的 )、 

浙江 大 学 在 六 机 部 十 一 所 的 绘图 程序 中 使 用 了 这 种 连接 点 
(HIG IRD HS, EE, 1078), 

BS A A, TL ode 
半径 的 差别 尽量 地 小 ， MUI STEREO MS A RAE. 第 
四 种 选择 则 着 服 于 通 近 ， 既 然 认为 局 部 三 次 祥 条 是 光 顺 的 ， 那 未 
让 连接 点 选 在 样 条 曲线 上 ， 或 许 双 加 弧 会 更 近似 于 一 段 光 顺 的 山 
R 这 时 双 回 纹 与 样 条 曲线 有 五 个 交点 〈 在 端点 的 相 切 被 理解 为 
相交 于 两 点 ) 

现在 , 我 们 将 给 出 有 关 双 圆 弧 的 一 些 性 质 , 但 着 重 介绍 第 一 种 
方法 . 

DET 

BDNI #43 (4.8), ja 

, b+ . 加 一 
Hye oil UT dl 


0-105 
—3 - 


cos à — cos ts 


joosd—e0sbs_ |. 4 


| cos d — cos fa ! 0088 — o080;" 


BR A= 10086; — 00862] 770, 最 后 一 步 分 母 中 绝对 值 的 消失 
是 由 关于 6 的 限制 式 (4.4， 将 五 关于 6 求 一 阶 和 二 阶 导数 ， 立 


即 看 出 当 5 一 0 nf, |-21—1 xus Mit 
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RET He EB, SOR PP pt, [n Rl = 
; "UT NE oes 
min; mE ð- - 2 E A in, 
(2) 几何 意义 . 
当 取 8 一 0 时 , MAMA m / PrP, 并且 此 时 
8. Ay 
di, 一 
也 就 是 ,连接 点 恰好 十 APPP 两 底 角 平分 线 的 交点 , 即 内 心 N 
若 取 3=- -hth 便 有 
da -pfe 
RAN, ARAA TIKK PaPa ME ARS ILM O ERG CM, 
对 于 第 二 种 方法 所 取 的 连接 点 P, 其 几何 意义 还 不 明显 
这 三 种 方法 的 连接 点 依 
KIRN (ppb), P, M. 4 
DIESDIE 时 , BUES 


M 
这 三 点 的 相对 位 置 ， 内 心术 PD 
Pa Je vu 
(8) 曲率 单调 性 质 ， 
当 取 8=0 时 , 假定 局 部 moi 


三 次 样 条 曲线 在 相 邻 两 型 值 点 Pi Py AERE SEEN 
县 ki ka, 则 有 
工 


URS RS <b (4.6) 


C hy > ka, 则 上 式 的 不 等 号 全 部 都 要 反 过 来 ) 

证 明 这 时, RARER DBE BUE PIR Lae. 也 
就 是 作 sin 6,294, sin 020 等 线性 化 处 理 . TEC A — AE TE BS 
情况 下 , 可 以 假定 kn E20, 于 是 按照 2.5) 8I (4.5), HOR 
项 , 便 有 
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Sect i 
1 (0.0) Qht hy) Goth) LU 2) 0*0 
Ry 27 2 (hat DE) ra) 


A dei oL (FX 5 
y. ^&L 2 (2b - ke) E (14+ 2i ") ë 


(4.7) 
其 中 已 记 t= AL f=+<1, 由 于 


1425 ("01 
<14+2t, 1420, 


因此 导 得 AD Xe. 


BAGS), H Oki. NUS I6: 03i, RRR S= 的 
(4.5) RER 


-2)a-0- 14- 2i oat yr 


于 是 证 明了 (4.6) 式 . 
这 个 结论 赔 明 了 这 样 一 宪 事 情 : 假定 一 条 局 部 小 挠 度 的 局 部 
三 次 样 条 在 型 值 点 列 {Pi} 处 的 曲率 序列 k 是 单调 的 , 那 末 再 在 
每 段 作 Ò= 0 的 双 圆 弧 插 信 , 48 AC HE RR A DLE at ELE tib Fe] PE 
地 单调 的 .这 就 保证 了 双 圆 弧 插值 曲线 的 光 顺 性 ， 取 3=0 作为 
Wy HEA, DOP Woe 
曲线 的 光 顺 性 ， 它 经 在 沪 东 造船 
5 Ps 厂 经 受 了 数 年 生产 实践 的 考验 而 
D, 得 到 证 实 . 

(4) 当 取 6=0 作 为 连接 点 
图 13 时 ， 双 国 弧 与 局 部 三 次 样 条 在 相 

邻 两 型 值 点 Pi 和 Ps 之 间 的 一 段 些 线 至 少 有 一 个 交点 . 
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证 明 BRE Ohh BROOK, 第 一 段 圆 弧 D: 在 
样 条 曲线 的 内 侧 ， 第 一 段 圆 弧 Ds 则 在 外 向 ， 正 象 图 18 表明 的 那 
样 . 六 此 双 圆 驱 与 样 条 曲线 至 少 有 一 个 交点 。 这 说 明 8 —0 的 取 
法 , 同样 能 够 保证 双 贺 弧 与 局 部 三 次 样 条 有 五 个 交点 (包括 两 个 租 
切 端 点 在 内 ) . 


4.4 RELEE 


在 这 一 段 ， 我 们 将 介绍 沪 东 造船 厂 的 数控 绘图 机 的 绘图 程序 
中 所 使 用 的 双 回 张 插值 算法 .这 个 算法 1977 年 已 投入 该 厂 船 体 
BPH BS EET. à 

(D) 在 平面 上 给 定 一 组 型 值 
RI LPS 及 边界 条 件 后 ， 按 昭 
$2 方法 构造 插值 的 线性 化 局 < 
部 三 次 样 条 曲线 ， 然 后 找 出 样 条 
上 全 部 拐点 ， 作 为 新 型 值 点 依次 
播 入 原型 值 点 列 当 中 ， 并 求 得 每 
个 型 值 点 处 的 切线 。 这 样 , 在 每 


相 邻 两 个 型 值 点 Pa 和 Pa 之 间 ， 
便 得 到 了 两 端点 切线 与 这 所 夹 的 $ Ostan y) 
Fit) f Os, Oa, 以 及 APPP, @ 14 


(2) 在 图 14 所 表示 的 直角 坐标 系 {Pr; o, y) HE: 
G) 双 圈 缴 的 有 向 半径 


diu s 
2 
Ri = 
2 sin D. sin Abs 
4.8 
tie (4.8) 
Ra = 2 L, 
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Gi) RIMM RR NCAP LP Ps AGEE 
[> — — Rysiu 61, 
Vo — Fi (1— cosh). 
Gii 双 圆 狐 的 两 个 圆心 O1 (er, yx) Fl Oa (xa, ya) 的 坐标 
Ti = Xo, Ta — Fo; 
cra ei 
算式 (4.8), (4.95, (4.10) Ee E T 29 Ei oL D a HAD 
数控 绘图 机 中 的 全 部 绘图 信息 ， 其 中 , XUI USE TL BRL n TE 
有 向 半径 Ri 和 Rs 的 符号 中 :， 若 半径 是 负 的 ， 则 以 顺 时 针 方向 前 
进 , 否则 则 相反 ， 
算式 (4.9) 和 (4.10) 一 般 还 需要 附加 一 个 我 们 熟知 的 从 局 部 
直角 学 标 系 转换 到 因 定 直角 坐标 系 的 坐标 变换 ， 这 里 就 不 著述 
f. 


(4.9) 


(4.10) 


$5 二 次 曲线 偶 插值 


在 上 一 节 的 4.3 段 ,介绍 了 双 圆 颖 的 连接 点 有 四 种 选择 方案 ， 
其 最 后 一 种 选 在 局 部 三 次 样 条 上 的 , 则 是 基于 逼近 的 考虑 

现在 ,我 们 仍 是 从 逼近 的 角度 观察 问题 ,只 是 将 圆 弧 偶 (部 双 
圆 弧 ) 换 做 葛 一 - 般 的 一 次 曲线 偶 , 而 用 它 为 搬 值 曲线 段 ， 以 期 取得 
更 佳 的 逼近 效果 ， 这 里 我 们 仅 仪 禹 述 主要 的 巢 论 结果 , 而 省 略 其 
PURI ES (RE FH EES, 1979), 

WTP bee SI HR P) AARRE, 如 前 先 用 
KREISE ETHER (在 大 找 度 场合 ， 可 以 用 局 部 三 次 样 条 揪 
值 , 这 时 除了 直角 坐标 系 作 一 个 变换 外 , 下 面 的 讨论 同样 适用 ) , 然 
后 找 出 样 条 上 的 所 有 拐点 , 作为 新 型 值 点 依次 插入 原型 值 点 烈 中 ， 
并 求 得 每 个 型 值 点 处 的 一 阶 导数 {oz 小 . 

设 在 每 相 邻 两 个 型 值 点 Pile, vi), Poles, yo) Zi = 
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3 y= + BOK (s. 
S, yy + Bo Gas) 


+ Grm Gn) [22s M. RT IE e ag) J, 
(B.1) 
式 中 Mi 和 M; BRAS Pi 和 Ps 点 的 二 阶 导数 值 ， 由 于 我 们 
对 所 论 的 三 次 样 条 S 已 经 办 过 插入 拐点 的 处 理 手续 ， 所 以 总 成 立 
MıM:>0, 
我 们 在 样 条 S 上 任意 到 一 点 Pozo, yo EAM HAR Go, 
La) HERA, fs, LO4rWXg Pi, Po; Po, Pa 等 点 与 样 条 总 相 
DW. WK, 其 方程 是 
Ty, [U Yo) Gi — to) 一 (ro) (Yi — Yo) 1? 
=O, L(y — v) ~ ms (@ ~ a4) ] L(Y Yo) — Mmo (s — Ho) ] 
(4=1, 2), (5.2) 
其 中 mo ma, ma KIRA A S FE Po Pa, Po RU OTF HK 
(AR 15). 首先 我 们 
Polo ya) 
得 到 : is 
28 LP: A Po 
AP Ha, ms 和 mo 为 


两 端点 切线 ， 且 与 样 条 ie Palan v) 
SEP,BPIHE— | M . 
AEH Pt, YAK i 
曲线 工 必 定 是 双 曲 线 . go: 


这 个 引 理 说 明 ， 对 于 给 定 两 端点 Pis Po 及 其 切线 m, mo 的 
Hermite 捅 信 问 题 而 言 , 双 曲线 与 被 让 近 的 三 次 祥 条 8 有 可 能 达到 
6 4-3: 5 GBUHBCÉ RARE TY AA, WHE ARBRE me 
物 线 则 至 多 只 有 4 个 交点 . 因而 双 晶 线 可 能 是 逼近 得 最 好 的 ， 而 
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为 了 达到 5 个 交点 ， 只 要 在 P.m Po 之 间 的 样 条 3 上 任 选 一 点 
Pr@i, vi), HAR 2) RRB RH 


C= [5 — Yo) (a1 — go) — (ai — To) (91 — yo) 1? 
Lg: —93) — ma (723) ] LG -- 9o) — mote —9)] ° 


(6.3) 


Tdi B (5.2) SCR AAAS L 就 被 唯一 确定 下 来 . 

将 引 理 再 应 用 到 Po 和 Ps» 之 间 的 一 段 样 条 8， 就 导出 ; 

EE O HRR KARA, Lo 与 三 次 样 条 总 在 Pi 和 
Py 之 间 最 多 可 有 8 个 公共 点 , 而 达到 8 个 公共 点 的 二 次 曲线 偶 必 
定 是 双 曲 线 侦 ， 

接着 我 们 提出 一 个 问题 : 双 曲 线 价 的 连接 点 Po 怎么 决定 ? 

(1) 当 1M. 40M, RR PLAS Pi, PLAT Pa 就 可 使 
RHA La, Le) 与 三 次 样 条 8 在 两 端点 有 相同 的 二 阶 导数 。 在 
这 种 场合 , 我 们 将 给 出 两 种 唯一 地 确定 连接 点 Po 的 方法 : 

GE- | n= | my, 

gnhs$ ONL m 

式 中 9 表示 任意 直 线 ，9 表示 线 密度 , mA g Al Ls, L2) 的 交点 
数 , n 表示 9 和 荆 的 交点 数 ( 苏 步 青 [8], 1979), | 

Gi) X [ybi — Vo» ; = min, 
这 里 yo 和 io 7 Le La F Ds 在 Po 处 的 二 阶 导数 值 . 

(2 当 MiM;—O0RBj, JE 4p Mi=0, 则 可 取 

ama, SY 2-2 
RE (La, L3) BER Po 处 达到 C^ 连续 , 且 使 
| Win — M3) — (25 — Ma) | = min, 

BP yi Al Yoo 分别 表示 La Æ Pa UH Le TE Pa R3 — Er SRE, 

采用 双 曲 线 偶 Cr Ls) EHOXUETI GE ET — EE ES, A 
ABS 5 SU 8 个 交点 ， 而 后 者 只 有 总 个 ， 翁 如 将 这 套 方法 应 用 


《zs 一 0d)， 
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于 配备 有 双 曲 线 播 补 装置 的 数控 绘图 机 , 在 相同 的 逼近 精度 之 下 ， 
估计 能 够 节省 将 近 一 半 绘 图 信息 . 这 件 事 情 对 于 提高 绘图 速度 ， 
减少 数据 存 贮 量 是 有 意义 的 . 


$6 Bd 


Jnd 84 Brie. 为 了 绘图 信息 的 需要 , 我 们 在 用 禅 条 对 型 值 点 
播 值 之 后 , YR SELL IIORGSE VETE AR, 这 称 为 "后 置 处 理 "。 能 不 能 省 
略 这 一 步 而 直接 用 C^ 连续 的 圆 孤 样 条 进行 插值 呢 ? 这 就 是 构造 
V SFE Ze ARK AK Hd GAW], 1977), 

AFH 1:38 $8 — £8 79 (RE 
ROPIGTO, 1, =, m fe, 过 
&— RP EAM CO, iu ng 
ME Pr 处 的 切线 为 m, F 
是 ， 相 邻 两 个 型 值 点 Pe 
Pos Zi AM C. Ej Cus 的 
O 连接 问题 ， 便 转化 成 为 一 
个 在 已 知 两 端点 及 其 切线 
TW 和 mea, SAPP AL B 3E 
HRA, AP RAMA 
关公 式 在 添上 指标 之 后 本 图 16 
以 照搬 过 来 .为 了 让 圆 弧 样 条 带 有 一 定 的 对 称 性 , 我 们 把 连接 点 定 
E PePe 的 中 垂 线 与 轨迹 再 弧 的 交点 用 ;处 OLES 16), HERE 


$ 4 的 讨论 ,知道 这 相当 于 取 6= - FE rgo mae 
Ask 4-9) REIR, Oi 在 P 和 Pini 之 间 一 段 的 半径 为 


| Las 
Au = ‘dain SO TOF ay : Qed OD . (6 1) 
C04 i 4 


4 aj 
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WAM O 在 Pa 积 了 ;之 问 一 段 的 半径 为 
: L 
R?-— —3gJQ93889 gg. (6.2) 
1 sin LEE +38 eos 一 12 
由 于 这 两 半圆 弧 是 同一 圆 弧 C, 的 丙 部 分， 它们 在 P 点 的 切线 与 
半径 应 该 相同 ,所 以 


(P. ged 一 
s d n e» 
M(65.D, (6.2, (6.3) 548 
— Asin Prat BA + Bon cos 9: 1 fim 
4 4 
= 1, 8n 36 Grea qs cos S Aa qua 
($—1, 2, =, n—- 1), (6.4) 
式 中 =O, y= ls L 


Lia RE 
对 非 线 性 方程 组 (6.4) 直接 求解 将 是 困难 和 的 .我们 对 它 作 线 
性 化 处 理 ， 将 (6. 人 中 三 角 函 数 展开 并 分 出 主 部 , SUB, 便 得 
到 圆 弧 样 条 的 0 连续 性 方程 
Nt B+ = — S0 — papi t Hi 
(1, 9, +, n), (6.5) 
Xm 


Hew {ist pees 一 49in it Brest pees, cos gp Bou ] 


t PS iH. 4 sin fL cr BOF Be COR S 798] 4- 86,. 
容易 看 出 H,=0(%"*), 这 里 inia og D | 3 是 比 主 部 一 84g — pores 


高 二 阶 的 无 穷 小 量 ， 当 添 上 两 个 适当 的 边界 条 件 之 后 , MAAS 
代 法 就 能 从 方程 组 (6.5) 中 解 得 {60}、 代 入 (6.2), 不 但 得 到 P, 处 
BU C 的 半径 , 还 可 求 C, 的 圆心 的 坐标 ， 这 样 便 构造 了 01 连续 
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的 插值 加 弧 样 条 . : 
圆 弧 样 条 的 8 连续 性 方程 (6.5) 同 第 三 章 所 述 的 累加 弦 长 三 
次 参数 样 条 的 9 连续 性 方程 相 类 似 ， 只 要 将 前 者 左 端 中 间 项 的 系 
3 3 都 改 成 2, 便 成 为 后 者 , RAR MOD) 有 些 差别 而 已 . 这 
说 明 , 在 局 部 小 找 度 场合 , 贺 弧 衬 条 的 保 凸 性 比 票 加 欧 长 三 次 参数 
PERR, (OIE SZ. RAAT WIE, MAA BE 
3d 0(9»), HRIVKREKSRRA BE GME— BY. RULE, 
圆 弧 样 条 适用 于 光 顺 性 要 求 不 太 高 的 场合 . 
圆 弧 样 条 相应 的 连续 性 方程 是 
Jal 3k ukui =4FK EO (g!) 
(i1, 2, =, n—1), (6.6) 


SR ke EAR MLO, HE Pe Hb aK ay, Ku 表示 PP 处 的 国 


x, 

ABE TE I T8 = RFE ACRIT BE 28 2 3 55 A — BT SE 
条 和 播 值 二 次 样 条 相 上 比较 ， 将 会 发 现 前 者 的 9 连续 性 方程 和 上 大连 
续 性 方程 恰好 分 别 对 应 于 后 者 相应 的 m% 连 续 性 方程 和 及 连续 性 方 
程 ， 前 者 在 连续 性 方程 中 出 现 的 仅仅 是 同 坐标 系 选 择 无 关 的 几何 
量 ， 从 而 简单 地 解决 了 汕 数 样 条 因 过 于 依赖 坐标 系 而 引起 的 大 挠 
度 困 难 . 关于 保 凸 性 也 有 着 相 类 似 的 情况 . 

现在 ， 我 们 已 经 看 到 了 几何 形式 的 桩 条 怎样 要 比 函 数 形 式 的 
样 条 更 加 适合 于 几何 外 形 计算 的 需要 当然， 几何 形式 的 样 条 也 
有 自己 的 难处 , 那 就 是 问题 的 非 线 必 所 带 来 的 数学 处 理 困 难 。 不 
过 ， 这 样 一 类 难 问题 的 出 现 反而 吸引 了 许多 学 者 去 运用 更 多 样 化 
的 工具 , 试图 打开 这 个 非 线性 硬 壳 . 

大 们 [或 许可 以 这 样 认 为 : 刀 何 化 和 非 线 性 ， 是 近年 来 计算 几 
何方 法 的 显著 特征 ， 它 正 有 力 地 推动 着 计算 几何 学 科 向 深度 和 广 
BOE t. 
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$7 局 部 张力 样 条 曲线 


在 第 二 章 , 我 们 从 张力 样 条 芍 数 学 模型 导出 了 曲率 微分 方程 
TE — ok~0, (7.2) 
其 中 张力 参数 p>0, s 是 曲线 的 弧 长 参数 .与 第 二 章 所 不 同 的 是 
我 们 在 这 里 将 取消 小 挠 度 的 假定 On A o6 [2], 1979). 
讨论 相 邻 两 个 型 值 点 Pi 和 Ps 之 闻 的 一 段 张力 样 条 . 设 它 在 
两 端点 的 曲率 为 有 和 ho, HRMS EE ELE 
TEC. DAMIEN b c 


sh o(s89 — 8), sh ps 
peer Sh pso +h sh pso ` (6. 


取 如 图 17 所 示 的 局 部 直角 坐标 系 (Pu %, v). PEMA S 
点 的 切线 与 « BRR TT SER 0, WAT 
B- fido- — by SRAM DL, BLE, (7.3) 


KHeBRRK RARE DRAMA PHBH 
z= Joost ds | [1--O(0*)]ds - s--O (0), 
y= [ sinas [ [6 -- O (9*) Jas (7.4) 


k sh p(s9 — 8) 
Ei p^ sh pss 


sh os 
十 如 p° 8h pso 


+ es ~75 1006, 
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dE (7.4) jr, Wasso WR EA Me PL, Om, A 
而 积分 常数 


_ Ki1— ka 3 
c= pm +0), 


Tk (7.3) sh, 4-313965 —0, 80, 便 得 到 两 端点 五 和 Po 处 的 切 


-4 1 poh psa Y _ kafi | : 
^i p ( So i Sh ps ) p (= So yrs =P -)+06 )， 
ki p kof 1 ,pohpso R 

(7.5) 
HFK 


L=s+0@), 

(7.5) BY ao 可 以 换 成 工 而 不 影响 等 号 的 成 立 , 六 为 由 于 这 种 替 
换 而 产生 的 高 阶 项 全 部 被 吸收 到 余 项 OO HET. TES 

| pa —dk, — ek O (89), 


7.6 
Gq eks + ds 4-O (89), Ue 


人 
在 平面 上 给 定 一 组 型 值 点 Hien rio, Ma, 为 了 导 得 插 
值 张力 样 条 曲线 的 连续 性 方程 ， 我 们 仍然 采用 在 处 理 几 何 样 条 时 
用 过 的 那 种 方法 。 JoYEC.O XS DdRqa 3, BAH $1 WA 4 
切线 连续 关系 式 (I.10), 得 到 张力 样 条 曲线 的 到 连续 性 方程 
Orly at (d; dey a) ki + eua = Gi +O lp’) 


($—1, 2, ++, n— E), (7.7) 
_ 1/(1 pg 
式 中 fk ei A "m sh pL, ) 
- go (ABA. dy 
ET p sh pili Ly}? 
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其 中 ps 是 在 型 值 点 Pi 和 P, Zi GR 6 BO MKDS HE WW o- 
maxigj|。 当 附加 两 个 适当 的 边界 条 件 之 后 , 就 构成 完整 的 连续 性 


方程 组 . 

实用 上 为 方便 , 我 们 可 把 连续 性 方程 组 7.7) 中 的 高 阶 项 Co) 
省 略 掉 ， 且 把 由 此 得 色 的 一 组 线性 代数 方程 组 记 作 (7 .7)"， 同 样 
地 ， 在 第 + 段 曲 线 在 局 部 直角 坐标 系 里 的 捅 值 公式 (7 .4) 中 也 把 
Wr 3t OO) MOO) 省 略 掉 , 使 它 成 为 


sh pi (fa — 2) sh pc kc ah ki-i 
+k = t 
ED pda * eish aly pila "7 


(7.8) 
M Q1.) * RUCT.8) PERRERA, ARSE EL CP, 处 的 
ll RAP BERE SEX OO 的 小 间断 ， 这 种 小 间断 在 局 部 小 挠 度 
场合 是 完全 可 以 忽略 不 计 的 、 这 种 经 过 线性 化 处 理 的 样 条 称 为 局 
部 张力 样 条 曲线 ， 它 与 第 二 章 中 所 讨论 的 张力 祥 条 未 数 之 间 的 关 
系 ， 同 线性 化 局 部 三 次 样 条 与 插值 三 次 样 条 函数 间 的 关系 完全 一 
r3 
类 似 地 , 选择 保 耳 张力 参数 {pd} 的 问题 , 则 归结 于 在 所 有 pO 
的 条 件 下 求解 非 线性 不 等 式 组 : 


y—ka 


Ë; Gt+1 
gy ep 
Pi dard P> dirat diia Tres 
($—0, 1, US n), (7.9) 


相仿 地 ， 我 们 可 以 导出 判别 线性 化 局 部 三 次 样 条 曲线 保 凸 的 
一 个 充分 条 件 : 


Kog uK tK) (=0, 1, =, n), (7.10) 


AP K, (RAMA IEP 处 的 圆 率 (不 妨 假 定 所 有 贺 率 都 为 正 》 


D 


: L. L 
pe aes ELLEN IT 
其 中 dat PEL d dat Lisa" 
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$8 决定 型 值 点 切线 的 局 部 方法 


本 章 $4 和 $5 中 的 讨论 , 完全 是 应 数控 加 工 工艺 的 需要 而 展 
开 的 .在 那里 ,为 了 实施 双 贺 统 插 值 或 二 次 曲线 偶 插 值 , 一 个 前 提 
条 件 是 需要 获得 每 个 型 值 点 处 的 切线 . 对 于 这 一 环节 , 我 们 通过 
对 线性 化 局 部 三 次 样 条 曲线 的 连续 性 方程 的 求解 而 达到 目的 ， 为 
计算 某 一 型 值 点 处 的 切线 , 需要 涉及 全 部 型 值 点 的 位 置 , 因而 是 一 
种 隐 式 表示 的 整体 方法 . 

本 节 我 们 将 介绍 两 种 显 式 天 示 型 值 点 切线 的 局 部 方法 ， 只 须 
三 .五 个 型 值 点 便 能 决定 中 间 一 点 处 的 切线 .因此 计算 较为 篇 单 ， 
其 至 手 算 也 能 解决 问题 ， 但 是 它们 只 是 经 验 性 的 方法 , 看 不 出 有 
什么 理论 上 的 背景 . 而且 融 近 阶 较 低 , 因而 光 顺 性 也 略 差 些 。 


8.1 Bessel F 法 


在 平面 .上 到 定 直角 坐标 系 , 设 给 定 的 型 值 点 是 Pis yo G= 
0, i, E 9), 相 邻 两 型 值 点 Pii fü P, 之 间 的 一 阶 差 商 


D, - 3 9o. (8.1) 


Sp—4 i7 
Pia, Po Pur 三 点 作 搬 值 二 次 多 项 式 , 容易 求 得 这 条 正 抛 
物 线 在 P. 处 的 切线 斜率 
my =i D+ wD, G1, 2,.., n—1), (8.2) 


ua hy 
其 中 权 因 子 N= m= h= E 
TUS i hithe , hi hast s = 0 — vii, 


BOR (8.2) SX pe sg Pi 处 切线 斜率 m 的 方法 通称 Bessel 方法 . 


8.2 fi) (Akima) 方法 


这 种 方法 首次 发 表 于 1970 4p, AH P. 处 的 切线 斜率 是 这 
样 确定 的 : 
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m; uD; + BD 《一 十， 2, ets. n—1), (8.8) 
式 中 权 因 子 


= Wisi Bı = Wa 
Wt Wi Wat Wiss’ 


这 两 种 方法 实际 上 是 取 P, 处 的 切线 斜率 作为 相 邻 两 笨 弦 线 
PP 和 PPr 鲜 率 的 加 权 平 均 ， 第 一 种 方法 的 权 因 子 仅仅 涉 
及 Ps Po Phn 三 个 点 ; 第 二 种 则 涉及 到 Pon Pra, Ps Pri 
Pus HR, REIL 
É E, 就 是 让 Pe 处 的 切线 夹 
FEAR ARR ZI, BT 
EWER- RRR WY BAB 
近 三 个 点 或 五 个 点 前 位 置 定 
量 地 加 以 确定 . 

(EAN FIBRE, KH 

图 18 方法 确 是 发 端 于 一 种 几何 直 
WH. 在 图 18 中 ， 给 定 了 相 邻 五 个 型 值 点 Pos Pr, Po Pos, 
了 sa， 我 们 用 直线 连接 每 相 邻 两 个 型 值 点 ， 殷 直线 POP S 
PiPurz WERE Ba, PBR PP 与 PuPu RIZE RIE IE 
B, PUES RMA 天 处 的 切线 六 与 直线 Pi-Pi-a 及 PirsPurs 的 交 
点 分 别 为 4-1 和 A, 那 末 按照 本 法 , P 处 的 切线 天 是 由 下 列 几 何 
RERE: 


ti 


W= | Dra - D. 


W141 _ Puit 
AB A,B, s ` eu 


TE RE 3584 85 ECff Abs AJ, HERR (8.4) SCIRE A b GR EAR E 
UH, WRG ASR m 确实 满足 (8.3) 式 ， 只 是 其 中 的 m 和 应 应 
该 改写 成 


UV aa 
OV srt Ue” 


U= s Dus Da Viv | Da- DT. 


* 
= 


Bi -1—2 


E REMAND RU THO E ns 
这 些 就 是 起 初 选 择 的 权 因 子 。 (8.5) SCPISUS T os A Me A 
EDA Ja RRR. 

FRE WER l HER m 而 用 的 这 两 种 方法 , 自然 依赖 于 坐标 
系 的 选择 ， 我 们 在 上 商 提 到 的 “下定 适 当 的 直角 华 标 系 ”， 那 意味 
着 尽 可 能 地 把 问题 变 为 最 适当 的 小 挠 度 ， 否则 ， 在 大 挠 度 场 合 ， 
(8.3) 式 权 因子 Ws 中 将 会 出 现 两 大 数 相 减 而 发 生计 算 不 稳定 的 
情况 我们 已 经 好 几 次 看 到 ， 当 一 种 方法 过 分 地 依赖 于 坐标 系 的 
选择 时 , 往往 产生 大 挠 度 问 题 .而 克服 大 挠 度 困 难 的 有 效 手 段 , 就 
是 把 问题 几何 化 . " 

在 Bessel FIA, JLfa fe ISP E RT RRR. RL A 
阶 差 商 都 对 应 成 夹 角 , o 办 上 的 坐标 差 丸 则 改换 成 距离 L. 比如 ， 
取 图 19 中 的 


0 — Ag, (8.5) 
RB Azo, HL-PGP, 就 几何 地 决定 了 P. 点 处 的 切 
AL 需要 注意 的 是 (8.5) 式 
所 用 的 名 和 gi 都 是 无 向 角 . —— P 
事实 上 ， 按 这 种 方法 获得 的 切 mL 
Bh, 在 忽略 OG?) 的 意义 下 ， dee fate 
合同 于 过 了 Piz, Py Pur Stk Pie Toi 
MERNE P 点 的 切线 . | 

对 于 秋 间 方法 的 几何 化 ， 图 19 

也 可 以 按照 (8.5) 式 来 决定 Pi 点 的 切线 & 只 是 式 中 的 入 因子 应 
修改 成 面积 形式 的 几何 量 


x Wa 
^ Wiest Wes’ 


按照 这 两 种 方法 的 本 意 ， 原 是 完整 的 函数 插值 方法 ， 第 一 步 
先 求 得 每 个 型 值 点 处 的 切线 斜率 ; 第 二 步 在 每 相 邻 两 个 型 值 点 之 
闻 用 三 次 多 项 式 作 Hermite 播 值 ， 我 们 在 几何 外 形 计算 中 仅仅 


W,- | Bp, x Pu. 
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用 了 它们 的 第 一 部 分 决定 切线 斜率 的 结果 ， 而 舍弃 了 第 二 步 的 分 
片 三 次 多 项 式 树 值 部 分 。 但 是 从 函数 逼近 论 的 角度 考虑 ,作为 两 
种 完整 的 01 连续 函数 插值 方法 ， 则 已 经 获得 这 样 的 结论 ，Bessel 
分 片 三 次 插值 函数 的 逼近 阶 是 OR) ( 当 节 点 分 布 不 均匀 时 )， 而 
秋 间 分 片 三 次 插值 函数 的 殖 近 阶 只 有 OM), XB im maxi, R 
i e£ Sp RA SCR ETE OCA), FERRE A A 
便 相 当 好 地 逼近 木 样 条 而 具有 令 人 满意 的 光 顺 性 .从 逼近 阶 的 差 
别 大 致 可 以 估计 到 Bessel 方法 和 秋 间 方法 的 光 顺 性 或 许 不 够 理 
想 . 

为 了 探索 型 值 点 处 切线 的 求法 ， 我 们 在 沪 东 造船 厂 曾 做 过 一 
系列 数值 试验 ， 对 于 (8.3) 形 式 的 加 权 平 均 切 线 法 , 站 经 党 试 过 多 
种 样式 的 权 因子 选择 , 包括 本 节 所 述 的 方法 , 在 已 经 给 定 的 光 顺 型 
值 点 上 均 未 能 构造 出 光 顺 的 插值 曲线 来 . 

因此 ,我 们 的 印象 是 ,上 面 介绍 的 两 种 方法 一 般 适 用 于 光 顺 性 
要 求 不 高 的 场合 .它们 毕 况 还 有 车 计算 简单 .构造 局 部 、 修 改 方便 
等 优点 ,而 县 方法 本 身 也 很 富有 几何 特色 。 


第 七 章 ”曲线 和 网 格 的 光 顺 


$1 3 NE m 


我 们 在 第 二 、 三 、 六 章 已 经 讨论 了 各 种 类 型 的 捅 值 祥 条 函数 积 
HRA HA. ASH, 已 经 简略 好 涉及 到 昌 线 的 光 顺 性 概念 , 而 
且 论 证 了 模拟 木 样 条 的 插值 曲线 是 最 光 顺 的 曲线 但是， 为 了 构 
造 一 条 光 顺 的 曲线 , 建立 起 木 祥 条 的 数学 模型 仅仅 是 问题 的 一 半 . 
问题 的 另 一 半 在 于 那 组 给 定 的 播 值 点 列 光 顺 不 光 顺 ? 假定 随 随 使 
便 给 出 一 组 呈 锯 此 分 布 的 型 值 点 列 , 那 求 不 管用 什么 样 条 插值 , 都 
必定 是 拐 来 拐 去 很 不 光 顺 ， 要 是 再 用 这 类 不 光 顺 的 上 曲线 组 合成 曲 
m, 其 结果 就 象 一 只 摔 得 坑坑洼洼 的 钢 精 锅子 那样 难 夺 . 

SRE. AAW SENS BE Ale 怎样 得 到 光 硕 的 型 值 
点 列 ? 

在 造船 , 航空 、 汽 车 筹 工 业 部 门 的 几何 外 形 计 算 工 作 中 , AD 
最 终 都 希望 能 获得 一 个 光 闫 的 几何 外 形 ， 在 外 形 数学 放样 中 ， 开 
何 外 形 信息 一 般 由 型 值 点 列 给 汕 。 而 在 见 何 外 形 设计 中 ， 象 数学 
船型 和 飞机 外 形 的 数学 模型 等 , 则 还 有 别 的 表示 手段 , 比方 Bézier 
化 面 或 于 祥 条 曲面 的 特征 网 格 就 开 示 了 一 张 曲面 . 

因此 , 更 一 般 的 提 法 是 : 什么 叫 “ 光 顺 的 ”几何 外 形 ? 怎样 构 
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造 光 顺 的 几何 外 形 ? 

本 章 的 内 容 就 是 对 上 述 问 题 的 回答 .其 中 ， 对 前 一 问题 作出 
SUR, de ABE HER, 

REEL- S 1 PRA MAC MES, 它 包 括 光 滑 
FER TT, NA BLA SEIS WHE, 3X 7 RS 
免 带 有 涨 厚 的 主观 色彩 、 比 方 取 船 体 手工 放样 为 例 ， 最 后 要 求 船 
PERRI BYRON”, UE AIR XE “BEAR, WIAA 
点 列 , 不 同人 的 放 祥 结果 自然 不 尽 相同 .但 古 仔 细 比 较 一 下 , 则 往 
往 大 向 小 异 ， 相 去 其 近 ， 这 就 表明 ， 光 顺 概 念 还 有 着 客观 性 的 一 
Tj. 把 这 一 方面 抽象 出 来 , 便 成 为 一 种 光 上 顺 准 风 . 

定义 1 凡 满 足下 列 三 条 准则 的 平 通则 线 呀 做 光 蜂 的 上 曲线 

(1) 曲线 C 连续 ; 

(2) 没有 多 余 措 点 ; 

(3) 曲率 变化 较 均 匀 . 

其 中 条 件 (二 是 数学 上 的 光滑 概念 , 只 涉及 到 每 一 点 及 其 一 个 
充分 小 邻 域 ， 因 而 是 一 个 局 部 的 概念 。 条 件 (2) 和 (3) 则 是 对 整 条 
曲线 而 言 ， 是 一 个 整体 的 被 念 ， 处 理 起 来 比 局 部 概念 要 困难 和 复 
杂 . 实用 上 ， 整 体 的 光 顺 性 黄 至 比 局 部 的 光滑 性 更 为 要 紧 ， 我 们 
在 上 一 章 双 殴 级 插值 由， 放弃 了 严格 的 O 连续 性 , 虽然 曲线 在 连 
接 处 的 曲率 有 一 个 小 跳跃 , 但 却 不 会 被 人 们 感觉 到 相反, AEF 
BREST RTA, 即使 拐 得 非常 轻微 , 人 们 也 会 感到 难看 ， 

光 顺 准则 (2 是 我 们 用 来 控制 曲线 的 凹凸 变化 , 以 期 达到 拐点 
尽 可 能 少 些 的 目的 ， 举 正弦 曲线 为 例 , 尽管 它 是 很 光滑 , 但 由 于 有 
很 多 拐点 , 整 条 直线 不 能 被 认为 是 光 顺 的 . 人 们 在 几何 外 形 计算 中 
处 理 非 线性 问题 时 , 宁可 采用 短 级 数 表示 而 从 来 不 借 觅 于 Fourier 
BAA, RA MET JC, 

HEN CB) RAR ETA I REE RE EE er lo RT AL 
^7: BUE RH P AUS ABA Ah. SRE, ARMED SERS TL 
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点 要 求 ， (办 时 线 上 上 的 曲率 极 值 点 尽 可 能 少 些 ; GD BPR 
点 之 问 的 曲率 尽 可 能 接近 线性 变化 ， 我 们 在 上 一 章 中 廊 论 述 的 几 
何 样 条 以 及 其 一 阶 近 似 线性 化 的 局 部 三 次 样 条 《当然 还 包括 R 
弦 长 三 次 参数 样 条 等 ), 是 木 样 条 的 一 个 很 好 的 数学 模拟 ， 如 取 它 
们 作为 插值 样 条 ， 便 能 保证 这 条 准 u 1 
山 后 半 的 要 求 ， 对 于 前 半 的 要 求 ， 
我 们 将 在 下 一 节 曲 线 光 顺 中 分 析 利 
解决 . 

Seri RE 1 rpg HS f p 
条 曲线 .容易 看 出 ,曲线 工 仅 有 一 


个 用 又 号 标 出 的 曲率 航 值 点 ， 曲 线 图 1 
开 则 有 三 个 井 率 极 值 点 . 尽管 这 两 条 曲线 上 都 没有 一 个 拐点 ， 曲 
RI 仍然 是 不 光 顺 . 


这 三 条 准则 是 从 大 县 其 事 于 兄 何 外 形 计算 的 人 们 在 长 期 实践 
中 归纳 出 来 ， 而 且 普 遍 适 用 于 帮 何 外 形 的 极 大 多 数 线 更 的 、 有 时 
记 会 出 现 少数 例外 .上 比方 图 2 中 所 示 的 一 条 骼 
体 丹 部 肋骨 线 ， 在 叉 号 处 曲率 有 一 个 从 正 到 负 
的 大 跳 贱 .然而 人 们 不 但 觉得 这 条 曲线 是 光 上 号 
的 ， 还 认为 这 个 则 率 大 跳 蚂 是 必需 的 .假定 放 
到 别 的 场合 , 很 可 能 将 它 归 入 不 光 顺 的 一 类 .对 
于 计算 程序 中 的 这 种 少数 例外 情形 ， 我 们 不 难 
图 2 0 作出 个 别处 理 ， 
在 空间 曲线 的 场合 , 一 般 不 必 另 外 作出 光 顺 性 定义 , 只 要 把 曲 
线 投影 到 三 个 正 交 平面 上 ， 而 且 用 这 三 条 投影 巾 线 的 光 顺 性 作为 
空间 曲线 的 光 闫 性 判 据 就 可 以 了 . 
文献 上 很 少见 到 对 曲面 光 顺 准则 的 研究 . 一 种 提 法 是 : 用 
任意 一 张 平 面 与 出 面 的 截 口 曲线 的 光 舌 性 作为 曲面 的 光 秦 性 送 
E. 但 蚌 这 种 准则 难以 付 诸 实 用 ， 在 实际 应 用 中 人 信 仅 仅 利用 此 
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面 上 两 族 或 三 族 网 格 线 的 光 顺 性 作为 曲面 的 光 闫 准 由 ， 比 方 ， 在 
船体 放样 中 , 按照 传统 的 工艺 习惯 , 只 要 把 横 剖 线 、 水 线 和 直 痢 线 
这 三 族 剖面 线 的 网 格 弄 光 顺 了 , 就 认为 已 达到 船体 曲面 的 光 顺 . 因 
此 , 曲面 的 光 顺 性 问题 转换 成 网 格 的 光 顺 性 问题 , 这 些 将 在 8 3 中 
BUR. 

在 几何 外 形 的 设计 问题 中 , 为 了 运用 光 顺 准则 , 我 们 不 妨 事先 
给 定岗 线 的 拐点 个 数 以 及 拐点 所 在 的 区 域 范围 , 使 光 顺 准则 (2) 有 
一 个 定量 的 依据 ， 关 于 设计 , 日 前 苦 能 提供 多 种 方法 和 手段 , 但 我 
们 还 是 推荐 三 次 B 样 条 曲线 和 三 次 B 样 条 曲面 。 这 是 由 于 三 次 
召 样 条 曲线 的 光 顺 性 容易 被 它 的 特征 多 边 形 所 控制 的 缘故 ( 详 见 
第 四 章 3.3 35). : 

与 几何 外 形 的 设计 问题 不 同 ， 在 几何 外 形 的 数学 放样 ， 比 方 
船体 线 型 的 数学 放样 中 , 人 们 必然 要 处 理 设 计 部 门 给 出 的 型 值 点 ， 
因此 有 必要 回答 我 们 在 一 开头 提出 前 问题 ， 什么 叫 光 顺 的 型 值 点 
列 ? 

定义 2 对 于 平面 上 给 定 的 一 组 型 值 点 列 (Pd, 如 果 至 少 能 
够 找到 一 条 光 顺 的 插值 曲线 , MA LP) Re SENI. 

在 玫 何 外 形 数学 放样 中 , 我 们 除了 对 原始 型 值 点 进行 光 顺 外 ， 
还 必须 使 修改 后 的 型 值 点 同 原型 值 点 偏离 小 ， 以 保证 设计 部 门 给 
出 的 各 项 性 能 指标 (如 船体 排水 量 等 ) 不 致 于 受到 影响 。 

对 于 给 定 的 一 组 型 值 点 {Pd}, 构造 一 条 曲线 依次 通过 每 一 点 ， 
称 为 插值 ， 假 定 不 是 严格 通过 每 一 点 , 只 是 贴近 这 些 点 , 则 称 为 所 
合 ， 我 们 需要 附加 其 他 条 件 来 规定 贴近 的 原则 ， 因 此 ， 本 章 所 要 
讨论 的 内 容 实际 上 是 附加 光 顺 性 条 件 的 曲线 拟 合 法 ， 当 然 ， 揪 值 
可 以 被 春 成 拟 合 的 一 个 特例 .在 几何 外 形 设 计 的 一 些 文章 中 ， 人 
们 往往 不 加 区 分 地 把 这 两 种 概念 统称 为 拟 合 ， 但 本 书 则 按照 数学 
的 习 铝 术语 将 这 两 者 明 歼 地 区 别 开 来 . 
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本 节 所 介绍 的 各 种 曲线 光 顺 方法 ， 主 要 是 为 几何 外 形 的 数学 
放样 服 务 的 。 就 是 说 ， 在 设计 部 门 给 出 一 组 可 能 不 太 光 顺 的 型 值 
点 列 之 后 ， 为 了 构造 一 条 光 顺 的 氢 合 曲线 ， 我 们 修改 原始 型 值 点 
列 , 使 其 光 顺 . 

其 中 ， 回 率 法 和 能 量 法 处 理 型 值 点 列 或 拟 合 曲线 的 方式 同 坐 
标 系 选取 无 关 ， 是 完全 儿 何 化 的 .因而 它 适用 于 大 找 度 曲线 或 圭 
HAR. 其 余 各 种 方法 则 仅 适 用 于 小 挠 度 场合 、 能 量 法 采用 了 累 
加 弦 长 三 次 参数 样 条 作为 拟 合 曲线 ， 它 还 具有 直接 光 顺 空间 曲线 
的 功能 . 

贺 率 法 的 另 一 个 特点 是 , 在 整个 光 顺 过 程 中 不 用 插值 曲线 . 这 
意味 着 ， 直 接 考察 离散 的 型 值 点 列 的 儿 何 位 置 ， 便 能 迅速 找到 坏 
点 , 并 求 出 修改 的 距离 ， 因 此 , 这 方法 有 着 简单 .快速 的 优点 . 

最 小 二 乘法 ,能 量 法 和 辐 弹 法 都 是 用 到 全 部 型 值 点 来 修改 , 就 
是 一 种 整体 修改 的 办 法 。 基 样 条 法 和 圆 率 法 贴 是 选 点 修改 ， 即 保 
留 好 点 ,只 改动 坏 点 ,而 且 尽 可 能 少 改动 ， 多 年 来 , 江南 造船 厂 利 
沪 东 造船 厂 一 直 运 用 这 两 种 方法 ， 

本 节 仅 仅 介绍 了 几 种 主要 的 较 有 影响 的 曲线 光 顺 方法 ， 实 质 
E, 这 些 方法 相差 无 几 , Eb EL, 就 会 发 现 好 几 种 方法 之 则 
有 着 某 种 内 在 联系 ， 


2.1 最 小 二 乘法 
六 十 年 代 初 , 国际 上 船体 数学 放样 刚刚 开始 兴起 的 时 候 , 最 小 
二 乘法 是 攻 有 影响 的 一 种 光 顺 方法 .这 里 概述 其 大 意 如 下 . 
在 平 疝 上 给 定 了 一 组 用 坐标 表示 的 型 值 点 Pilen y) =O, 
e, n), Æ o 轴 上 ,我 们 便 有 [a, 四 区 间 内 相应 的 分 割 ， 
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A, a= Gy gems, . 
4E 4 3 4 EAS =U PE Oh BU eT EA 
8) ^ 21 aa + 号 be 一 oa zE (a, b]. (2.1) 
式 中 , 我 们 已 置 
S.—95, 3 70, 
$4.0, 4 v0; 
n--8 BH (a) f (b) nE— ME TP IR a INO X 
样 ， 我 们 获得 一 条 逼近 地 通过 原型 值 点 {Pj 的 三 次 样 条 5S w). 
Sto) HREM BARBARA — RIM HR. A Pi@, S20) 
(6—0, ++, n) PATE MER. 
比较 普遍 采用 的 一 种 目标 函数 是 


I=$ a8) ~y] S Bt, 2.2) 


式 中 Wn MER BF a (60, +, m MAG +, n D LR 
作者 人 为 地 事先 予以 给 定 的 。 从 下 面 两 种 极端 情况 的 分 析 可 以 看 
出 这 些 权 因子 的 具体 意义 ， 
(1) 当 取 所 有 的 B=0, a 40 时 , 从 了 ~ min 立即 得 到 
S (a) = ($—0, REOR 
TÉ Q.1) 4b d — XREARBIAÉE PHU, EKRAR S (2) 
AAR BAP). SEA, 所 有 光 顺 后 的 型 值 点 CT) 合同 
于 原型 值 点 {Pd, 丝毫 没有 偏离 . 
(2) YRS a ~0, 8,40 Bj, A I — min 548 
b-0 G=1, =, n—2D, 
(2.1) 3 Ug — 1 E SR 


S (2) -> ae, 
S@ 在 各 内 节点 n RBS BEI EKHE b. 全 部 为 罕 ， 按 照样 条 的 力学 
模型 ， 3973 NK BE 如 代 玲 样 条 在 型 值 点 P 处 的 回 弹力 。 所 以 这 上 时 
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WAZ S (2) 表示 了 一 条 最 光 闫 的 曲线 ， 

对 介 于 这 丙种 极端 之 癌 的 各 种 情况 ,我 从 从 {oy 与 1 的 对 比 
可 以 了 解 到 ， 当 (o 取 大 数 时 ， 光 顺 后 的 型 值 点 P 与 原型 值 点 
{的 偏离 就 很 小 , 1165 89 7J BREE LOS eT BREA, HAREM RS 
RE. EZ, M4 (80 ARM, WARE {64} 就 很 小 , 曲线 也 就 光 
Ji, 4B S (2) 5 v. 的 偏离 或 许 要 较 多 , 议 致 曲线 的 通 近 度 较 差 .办 
此 ,我 们 称 {ad 为 偏离 权 , {84} 为 光 顺 权 ， 光 顺和 偏离 是 一 种 对 立 
统一 的 关系 ， 操 作者 的 任务 是 根据 具体 问题 的 要 求 ， 适 当选 定 偏 
BH {a} 和光 硕 权 {Bd}, 使 得 偏离 和 光 顺 两 个 方面 都 得 到 兼顾 ， 通 
常 选择 权 因 子 的 方法 是 根据 经 验 进行 的 . 

XrQ.D fX 0.2), 目标 函数 变 为 样 条 (wz) 中 m+3 个 系数 
BS PR SIC. 

I-I(ae, ++, 43 bi, +, On_1). 
TE, 极 小 化 目标 函数 工 的 问题 便 妇 结 为 n 十 8 个 未 知 数 ao,….， 
da; br, e, b 1 的 线 代 数 方 程 组 求解 , BI 


ar 


a, =0 ($-- 0, "Un 3), 


(2.8) 
r* (j= ;一 y. 


可 以 证 明 , AER (2.9) 的 解 唯一 存在 ， 可 是 从 数值 计算 的 角 
ER, nA, FEA. 的 系数 矩阵 的 病态 程度 将 急剧 增 
加 ， 引 过 计算 的 不 稳定 、 如 我 们 在 第 二 章 指 出 的 那样 ， 这 个 缺点 
是 因为 三 次 样 条 函数 到 截 断 寡 级 数 为 基底 而 出 现 的 ， 但 它 并 不 是 
本 质 的 .只 要 改 取 三 次 互 样 条 函数 作为 基底 ， 便 不 会 出 现 这 个 问 
E. 而且, 这 时 仙 .3) 的 系数 矩阵 呈现 七 对 角 的 带 状 结交 , 求解 简 
单 . 相反 ,在 截断 水 级 数 表示 时 , (2.3) 的 系数 绒 阵 是 满 的 , 它 将 占 
用 较 多 的 内 存 . 

关于 最 小 二 乘法 的 实质 性 缺点 , 我 们 这 里 不 加 叙述 . 
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2.2 能 Æ 法 


1969 年 竹 坂 本 在 能 量 极 值 原理 的 基础 上 给 出 了 一 种 包括 光 
硕 空间 曲线 和 大 挠 度 曲 线 在 内 的 光顾 方法 . 它 的 基本 思想 同 最 小 
SFR — FF, 是 偏离 和 光 硕 两 部 分 的 加 权 综 合 , 不 同 之 处 在 于 ; 

(1) 采用 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 作为 拟 合 曲 线 . 

(2) 目标 函数 中 的 剪 力 跃 度 部 分 改 成 样 条 的 能 量 积分 . 

能 量 法 的 力学 模型 相当 直观 ， 在 空间 给 定 一 组 待 光 顺 的 型 值 
点 OQG-0, e,n). 过 光 顺 后 的 型 值 点 西 作 一 0，…， n) 作 一 条 
插值 的 弹性 线 , MAP 与 Q 两 点 间 挂 一 条 弹性 系数 为 a 的 小 
弹簧 〈 见 图 纺 ， 这 样 一 来 ， 包 括 弹性 线 和 小 弹 筑 在 内 的 整个 系统 
的 内 能 


U- FS oP. 9) LHI) vas, (2.4) 


式 中 常数 BT 为 弹性 线 的 刚度 . 


3 


过 UP SE EI ER UU RUDI Ce mk Sc PR A 
线 .在 能 量 法 的 整个 讨论 过 程 中 , 总 假定 拟 合 曲线 是 局 部 小 找 度 ， 
因此 , ERT KS TAL, 如 前 所 述 , 我 们 要 作 相 应 的 
线性 化 处 理 . 

按照 第 三 章 86 的 结果 ， 过 UP) 的 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 井 
RE Pia 5 P. jai B OB i BO 表示 式 为 
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P(6-[1, t—t.2, @-t-1)*, Eh) 


T 1 0 0 OD Ba 
0 0 1 0 P, 
3 8 2 1 (2.5) 
——— A — M , . 
E ; D i d 
2 2 1 1 
— : Tm Mi 


EB og Ẹ FIL 
foam is, 


i dP dP 
式 中 tm 2 5-1 B- P.Al, m=- our eT gar is 


(9, j=l, =, a), E^ PITE IURE — RAZ Er IS) EZ TRIES] 3 
BAR 
i, = — + Ge, m... - 2m) 


= (8eu1- 2M- Ma1), (2.6) 
e 


Fp Ry ig Lie D] Mt e PB 


Se PES Hh RAE BOR 9 与 曲率 天 所 作 的 线性 化 处 理 是 


axa, »- (ZP) (SPY, 


TE, 3 € SUME E 
U-L aU Ql Eaux as y dé, (Q.D 


tal 


25) X (2.0, 能 景 5 BRT {PA - WRA, WE, R 
f 2E HPS 54 n HE U = min, EE 


($0, +++, ), (2.8) 


TERRI (2.5) 81(2.6), 并 利用 分 部 积分 , 我 们 容易 导 得 
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IE (SRY) a- 0- Mo, 
End (S£) «|- tan - ns. 
| alif (e) J-M 
EXCITET 
Bii (2.8) 463. 
(PERTE G-1, -,2-0,  — Q.9 
ds pom (ErP, 


ar fFuacfi fifa 
4f bisa k i 


(2.9)。 只 不 过 表明 了 祥 条 的 二 阶 导 商量 在 每 个 内 节点 处 的 连 
SE. APE RIM dE — UC BME CP 连续 ,所 以 这 一 条 件 时 
已 满足 了 .上 反 过 来 , 累 却 纺 长 三 次 参数 样 条 的 OT 连续 性 是 能 量 
U=min 的 一 个 推论 ， 因 此 , 对 样 条 的 C? 连续 性 要 求 同 对 它 的 光 
顺 性 要 求 是 密切 相关 的 . 或 者 讲 ， 曲 线 在 大 范围 的 光 顺 性 也 依赖 
于 小 范围 的 0? 连续 性 . 

我 们 不 妨 拒 .中 ,写成 第 三 章 的 MM ERT C.D BR, 


mM +2M, +4 M= V, PO Gsl, +, n—1), 


UFa Tis 
再 从 (2.9)1 消去 P, 我 们 得 到 


uM + 2M XM, + mr (BP M.) 


x 2 E eee ee 
ix 49 (OP NINE ESL (2.10) 


添上 适当 的 边界 条 件 后 , (2.10) 是 关于 0M 的 五 对 角 线 代数 方程 
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£l SRB em AE MT, HI ACIE 
AR P-Q) Re eA UE, RK e RIDE BR A 
IQ. — Qai. 


HEPR ASEH 2.10 0 UM), RARR O.D R 
得 光 顺 型 值 点 (PO. BEA 2.6) RF (Ind. Suas, CORRERE 
了 所 要 求 的 光 顺 拟 合 曲线 . 

能 景 法 容易 推广 到 二 维 网 格 的 光 项 问题 ， 这 些 将 存 下 一 节 介 
绍 . 

能 量 法 与 最 小 二 乘法 在 目标 函数 的 选择 方面 有 所 不 同 、 前 者 
ROAR PEAR BE E, dno RRB BR BE A. 但 是 这 两 种 方法 的 
精神 却 是 一 致 的 ， 我 们 将 (2.9)1 写 成 

|\P,—Q| = &.| PM], (2.11) 


SRAN | MI, TE EL P AR BBY BR BE, 等 式 左 端 代表 型 
值 点 前 修改 量 , 两 者 差 一 个 比例 因子 8.， 这 就 表明 , 4 FEAR HO 03 71 
BREE BUN AY, 无 论 按 照 最 小 二 乘法 或 者 按照 能 量 法 进行 光 顺 , 型 什 
点 的 偏离 都 较 小 . 


2.3 8 弹 法 


浙江 大 学 等 单位 在 船体 数学 放样 的 实践 中 提出 一 种 新 的 光 显 
方法 , n gx" [e| PRGAU. 加 弹 法 是 手工 放样 中 的 “两 供 借 , 自然 放 ” 的 
一 种 数学 模拟 ， 通 过 新 老 两 组 型 值 点 交替 地 固定 和 回 弹 ， 使 样 条 
的 能 量 渐次 减少 , 以 达到 光 顺 的 目的 (者 光 昌 等 , 1978 ). 

当 平 而 上 给 定 一 组 型 值 点 Pm, y) 6-0, +, 0) 以 及 适当 
的 边界 条 件 后 , 回 弹 法 的 计算 步骤 如 下 所 述 ， 

D 对 于 给 定 的 分 制 

d, =g tye =b 


RAMA UP, vob, HP SOA BRK S E). 


228 曲线 和 网 略 的 光 顺 [第 七 章 


(2) 取 相 邻 两 个 节点 的 中 点 
&á-lGeteu) 人 -0 nl), 


E gama, £,-5, MAPS (EO. 
(3) 对 于 另 一 分 割 。 
JA. a= aLL En b 
及 型 值 点 (QUE, SED) } G=—-1,0,--, 2), APE KAR 


ER S* (x), 

(4) 称 Pia, S'(z)) G=0, …， n) 为 经 过 一 次 回 弹 的 新 型 
值 点 . 

(5) 如 此 重复， 直到 某 ~- 次 回 弹 前 后 的 节点 m 处 的 函数 值 之 
差 小 于 征 值 8 为 止 ; 


|S a) —S(a)|<e (=0, ---, »). 
Boi — WAR f BR BS ACE AR BD OR DE 2 ASG 
Wi AR. ZEAE CR, 一 般 取 6-3 EK, 
当 构 造 插值 三 次 样 条 函数 8(z) RS Qr) 时 ， 它 们 的 边界 条 件 
在 回 弹 过 程 中 不 变 , 都 是 原来 给 定 的 . 
上 面 介 绍 的 过 程 称 为 播 中 点 回 弹 法 ， 是 回 弹 法 的 基础 ， 经 过 
改进 后 ,第 (2) 步 的 插 节 点 可 以 收成 加 权 平 均 形式 
£c am (lL—o)m ($—0,-5,n—1), 
其 中 权 因子 a € (0, ,选择 原则 是 使 得 7 TAR S O E m 
2,41 WE AERO BI J ERRE IRIE PA. 
直观 地 看 , 经 过 回 弹 , 样 条 的 能 量 逐 次 减少 , 曲线 也 就 趋向 光 
顺 。 回 弹 法 可 以 看 成 一 种 迭代 逼近 的 能 量 法 . 
回 弹 法 的 力学 意义 明确 ， 方 法 简便 易 行 ， 光 顺 质量 良好 ， 但 
是 , 如 果 选 代 次 数 过 多 的 话 , 可 能 出 现 光 沽 型 值 点 与 原型 值 点 偏离 
过 大 的 问题 .而 且 , 对 平 直 段 小 波动 往往 难以 消除 , 这 是 整体 光 硕 
法 的 通病 . 
在 吸取 了 选 点 修改 法 的 长 处 后 , 回 弹 法 增加 了 “ 直 尺 卡 样 ”就 
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是 把 平 直 段 的 坏 点 挑 出 来 加 以 局 部 性 处 理 ， 以 保证 曲线 的 弯曲 方 
阅 、 它 的 基本 精神 与 下 一 段 介绍 的 基 样 条 法 很 相似 。 


2.4 基 样 条 法 


当 运 用 光 顺 准则 到 几何 外 形 的 数学 放样 ， 比 方 船体 线 型 的 数 
学 放样 时 , 有 一 个 前 提 需 要 明确 , 那 就 是 由 设计 部 门 提供 的 原始 型 
ER, 极 大 多 数 是 好 的 或 比较 好 的 .一般 只 要 修改 少数 型 值 点 , 便 
能 效 得 一 个 光 顺 的 开 何 外 形 , 不 能 想象 , 在 光 顺 过 程 当 中 ,有 三 分 
之 一 甚至 近 半 数 的 型 值 点 需要 作 较 多 修改 时 ， 这 样 粗糙 的 原始 数 
据 还 有 什么 实际 意义 . 

基 样 条 法 和 贺 率 法 都 是 选 点 修改 法 . 选 点 修改 法 的 基础 是 ， 
承认 极 大 多 数 型 值 点 是 好 的 或 比较 好 的 ， 选 点 修改 法 的 光 顺 过 程 
就 是 把 少数 “十 点 ” 挑 出 来 逐个 予以 修正 . 

选 点 修改 法 的 优点 是 : 

(D) 坏 点 挑 得 准 ,好 点 不 受 损 , 修改 的 型 值 点 少 ; 

(2) 严格 满足 三 条 光 上 顺 准 则 , 阅 满 解决 了 平 直 段 小 波动 问题 ; 

(3) 修改 能 力 强 ， 有 这 样 的 一 个 实例 , 对 于 孤立 坏 点 , 错 几 十 
米 也 一 次 改 了 回来 . 

选 点 修改 法 的 缺点 是 ， 当 接连 出 现 多 个 坏 点 时 ， 往 往 不 容易 
处 理 好 ， 虽 然 也 能 光 顺 , 但 收敛 速度 就 慢 了 . 

选 点 修改 法 之 所 以 特别 适用 于 所 多 外形 的 光 顺 问题 ， 是 因为 
在 这 类 问题 中 有 极 大 多 数 的 好 点 .而 在 数据 拟 合 问题 中 ， 我 们 因 
随机 误差 和 系统 误差 的 影响 ， 往 往 难以 明确 区 分 好 点 和 坏 点 。 对 
十 这 类 问题 , 似乎 采用 整体 光 顺 拟 合法 为 好 . 

现在 井 始 介绍 基 样 条 法 . 

我 们 在 上 一 节 纵 出 的 上 晶 线 光 硕 性 定义 的 三 条 准则 是 定性 的 . 
在 基 样 条 法 中 把 它们 定量 化 , MER p — 4. 

(1) 对 于 给 定 的 原始 型 值 点 Pee, vo G0, --, m) 和 边界 
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导数 yo, ,我 们 按照 天 样 条 表示 构造 插值 三 次 FR BRS), 
CEWE O 连续 条 件 的 .从 第 二 章 的 1.3 段 我 们 有 


Sx) = v) 二 Miao pes (0), (2-12) 


式 中 {gy (2) EC CORE A MRR, 

(2) 计算 SCw) 在 每 个 节点 m 处 的 二 阶 导数 M= S" (9, 并 
作 符 号 序列 (sign CMO Y. d A Pl, APES T UE EES 8 A 
称 为 坏 点 ， 光 硕 的 目标 是 使 得 符号 序列 无 连续 羔 号 .这 一 步 称 为 
AEM, CLARKE RAH DORE. 

(3) (E — Br 5 & 3X 4} AM, = M- Mia OOS OF 
{sign (4M]y)}. TE Erb, RE 285} FES RE T E SEE E t SOR IK 
me CMR ERAI REA TS PARES, ROH 
JE RB, 它 具 有 均匀 化 曲线 的 团 率 变动 的 功能 ， 

例如 , 在 序列 二 十 十 一 十 十 十 十 中 , 第 四 点 是 坏 点 ， 光 顺 的 办 
法 是 修改 第 四 点 (也许 修改 第 三 点 或 第 五 点 ), 使 得 序列 符号 全 为 

象 十 二 十 一 一 一 一 十 十 这 样 的 符号 序列 , 是 被 认为 光 顺 的 . 

一 般 地 , Pil, VAER R, 而且 修改 后 的 点 为 Pr, gi 十 
px) 。 我 们 仅 改 动 第 个 点 Pr 而 保持 其 余 各 点 不 变 ， 记 所 得 的 择 
值 三 次 样 条 为 S* Q), WK, 成 立 关 系 式 ; 

8* (2) =S (2) + pvr (a). (2.13) 

在 基 样 条 法 中 所 希望 的 是 ， 修 改 后 的 样 条 S (w) ROB Ay BR HE 
{00} 平方 和 取 极 小 , Bl 


B= Sir = min, (2.14) 
就 是 说 , 我 们 使 新 样 条 S" (0) ERE RAER A OB RR IME, 


议 获 得 最 佳 的 光 顺 效果 ， 
按照 定义 ， b= S (+0) —S*'" @,~—0), 
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现在 ,用 5 与 5 分 别 表示 原样 条 SS (2) SEAR pa) EWA Ab 
BBY FRE, AK, (2.13) £818 


bf = bit pb. (2.15) 
光 硕 性 条 件 Q 14) TR 
dB" 
de, O 
即 $i Otad) Bo. 
于 是 解 得 
Sab 
-— 5 —, (2.16) 
> 33 


式 中 分 母 表示 第 无 个 基 样 条 qu (2) 在 每 个 内 节点 o. AEB TR BE 
平方 和 ， 它 是 一 个 仅 与 节点 分 割 有 关 的 非 零 常数 .分 母 的 非 零 性 
将 由 本 章 § 4 所 附 关 于 基 样 条 {gr 《2)} 的 性 质 1 得 到 保证 . 

在 多 数 场合 , 经 过 对 于 第 点 的 修正 后 , 便 可 达到 光 顺 要 求 . 
但 也 天 在 另外 一 种 可 能 性 ， 即 修改 第 一 1 点 或 第 十 1 点 或 许 会 
收 到 更 好 的 光 顺 效果 . 因此 , 我 们 按照 上 述 方 法 分 别 求 出 相 邻 三 点 
的 修改 量 pra, po Pn, 再 比较 相应 的 三 个 剪 力 凤 度 平方 和 . 取 
前 力 唉 上 度 平方 和 为 最 小 的 那 一 点 作为 修改 点 . 

光 顺 的 过 程 就 是 对 挑 出 的 全 部 坏 点 逐 点 进行 修改 ， 先 进行 初 
光 顺 ， 然后， 等 到 型 值 点 序列 全 部 满足 光 顺 条 件 (2)， 背 进行 精光 
Wi, 使 之 满足 光 顺 条 件 (3) . 

在 基 样 条 法 里 ， 我 们 采用 了 样 条 的 剪 力 肥 岩 平方 和 作为 光 顺 
目标 函数 ,而 在 能 量 法 里 则 采用 能 量 作 为 光 顺 目标 函数 .这 两 种 目 
标 函 数 虽然 不 同 ， 但 是 其 效果 却 一 致 ， 对 此 我 们 可 以 作 如 下 的 一 
个 粗略 的 分 析 . 

由 于 修改 点 Py 是 一 个 坏 点 , 局 其 它 点 相 比 , "EU 39 7) EXE bx 
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可 能 较 大 ， 另 .方面 , 从 第 一 章 中 介绍 的 三 次 基 样 条 的 性 质 得 知 : 
当 节 点 分 布 较为 均匀 时 ,此 样 条 pe (O) AE Py ABI] BE D 的 绝 
SERORAK, THC Pu EGRE Ps ARI, Po ADAM BEBE B K 
BLA AHA 速度 衰减 ,这 里 A= -0.268， 因 此 , 按照 (2.16) 式 得 出 
基 样 条 法 的 近似 修改 其 


Px — — by, 


b 
另 - 方面 , 按照 (2.11) 式 得 出 能 量 法 的 修改 量 同 该 点 的 前 力 路 度 
成 正比 的 事实 , 其 中 比例 因子 Br 相当 于 基 样 条 法 修改 重 的 常 因子 


-E 两 种 方法 不 相同 之 处 在 于 ， 一 个 是 整体 修改 , 另 一 个 是 网 


点 修改 ， 

自从 苏 步 青 和 忻 元 龙 于 1974 年 提出 其 样 条 法 以 来 , 在 江南 造 
船厂 多 次 实用 于 船体 数学 放样 ， 收 到 了 良好 的 光 顺 效果 .这 里 介 
绍 的 是 单 根 则 线 光 顺 法 .关于 船体 曲面 的 三 向 光 硕 , 则 采用 “曲线 
检查 、 井 面 修改 "方法 ， 将 在 下 一 节 介绍 . 基 样 条 法 也 被 应 用 于 类 
秘 部 的 三 向 光 矣 而 收效 ,这 里 不 多 叙述 了 《复旦 大 学 数学 系 . 江南 
i i [1] [2] [8], 1974), 


1 
此 


2.5 E 率 法 


圆 率 法 也 是 一 种 选 点 修改 法 ， 它 不 需要 捅 值 曲线 ， 而 从 离散 
型 值 点 分 布 的 几何 位 置 出 发 直接 判断 型 值 点 列 的 光 顺 性 ， 进 而 挑 
出 坏 点 给 以 光 顺 修 收 , 这 就 是 特点 ， 如 同 能 量 法 一 样 , 我们 在 数学 
处 理 过 程 中 不 必 引 进 坐 标 系 , 因此 不 存在 大 挠 度 问题 . 

在 平面 上 给 定 了 型 值 点 列 PL 0, o, n) 和 两 边界 切 向 zzo， 
?Ra， 过 相 邻 三 点 Pos, Pe Poi 所 作 圆 的 相对 曲 率 KK; 称 为 在 点 
PRESE. 4AM ÉPP 走向 为 着 时 针 时 , E, 取 正 号 , 顺 
时 和 针 时 则 取 负 号 ， 边 界 点 Po 处 的 圆 率 Ko WAM Po, PaM 
Po 处 的 切 向 mo 所 作 的 圆 来 确定 ，， 亦 然 ， 这 样 , 我们 便 得 到 
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St FB A CP BOURSE AU KC. 

FR] ESR HE — ES RE AE n T 2 BUT JG EUR ROUGE PS BRA AS 
同 之 处 在 于 : BE PAN MER M, Wee AXE. 

CD PEW. | 

ERTS {sign CK 0) rn, ARBRE SH RADAR. BIE 
MA EA ppv: BEG BA RFPS Tc EE 

(2) TE. 

Tell BR IK = K Ka 的 符号 序列 {sign AK 2) 中 , 凡 
HERESNH RADAR. HCN FL ERJE SEA SL REA SH 
列 无 连续 变 号 . 

基 样 条 法 采用 了 剪 力 牙 度 平方 和 变 成 最 小 作为 光 顺 只 标 . DI 
率 法 则 采用 圆 率 的 二 次 差 变 成 最 小 作为 光 顺 目标 . 

定义 P, ARAARA 

D:=4K iat mb Ky ($—1,*5,n—1), (2.17) 


式 中 dae, n= G= Piah: 

假定 P BETA, WAR K 与 Ku 为 同 号 ， 
WSK ARS, A |D RK. XH, 圆 率 的 二 次 差 的 绝对 值 
|D,| 是 能 相对 地 反映 出 P 点 邻近 的 光 顺 程度 的 . 

将 坏 点 Pt 修改 成 光 顺 点 Pi 的 办 法 如 下 ， 假 定 在 原型 值 点 列 
PRH PER P, 而 保持 其 余 各 点 不 变 。 记 新 型 值 点 列 的 圆 率 
序列 为 CET). 我们 修改 的 原则 是 使 得 K) 在 PP 处 圆 率 的 二 次 
E 

D; —0, (2.18) 

这 样 做 的 本 意 是 使 修改 后 的 圆 率 序列 尽量 变 得 均匀 些 ， 事 实 

E, (2.17) 式 可 改写 成 
Di- lua ( K-K: Ki— Kis J 


E+ hess bisa D, 


234 Bis Rap C CH [第 -七 党 
D=0 BRE, 在 三 点 Pos, PS Pos ABE 8] 45254 3 PESSESA S: 1. 
比例 . 

我 们 应 用 圆 率 法 到 船体 数学 放样 时 ， 型 信 点 以 及 修改 量 都 取 
直角 众 标 系 表示 .假定 坏 点 Pi(n, 修改 成 Pia, yet p), EE 
了 线性 化 近似 处 理 后 , 从 (2.18) 式 得 出 

hi 
p= Ai D, 2.19 
p te (2.19) 
式 中 D, 是 原型 值 点 列 在 P 处 贺 率 的 二 次 差 , 系数 


= 3 UTE! 1 7 
g 2 (sin Vi ERES A sin jy, + 


ti : ) 
一 sm 
lado bre "t Mas 


(2.90) 
是 一 个 与 P, RUE ER y 无 关 的 量 ， 而 且 g>0 (参见 图 4), A 
挠 度 和 型 值 点 等 距 分 布 的 场合 ， 
28, 


ix RE SU. 


如 果 我 们 想 把 贺 率 法 应 用 到 几何 外 形 设计 ,比如 在 第 四 章 3.3 
中 讨论 过 的 三 次 B 样 条 曲线 的 光 硕 性 , 那 末 只 要 把 三 次 B RAR 
特征 多 边 形 项 点 序列 当 作 型 值 点 列 进行 光 顺 就 可 以 了 ， 上 述 的 一 
套 方法 全 部 可 以 照搬 过 来 . 

国 率 法 辐 前 面 所 述 几 个 方法 的 光 顺 精神 是 一 致 的 现在， 我 
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们 在 型 值 点 等 距 分 布 的 条 件 下 对 这 种 一 致 性 作出 定性 的 说 明 . 
为 了 同 前 面 几 种 方法 建立 联系 并 作出 比较 ， 我 们 需要 在 离散 

的 型 值 点 列 上 建立 插值 桩 条 .我 们 不 妨 构 作 线 性 化 局 部 三 次 样 条 

曲线 ， 按 照 第 六 章 (2.10) 式 , 在 等 距 时 的 样 条 连续 性 方程 是 


K-1(LIk eme Shur) (6—1, =, —1), (2.21) 


AUP, e ERRER UR PLEBE, YER BEA HEEBE BOUE T, 样 
ke RUE Py ARRI BY 77 EK HE FE 


bi "E, Lx —h 
han 


E ky 
hoc 


EFEN, BIHSRISA I i=. FRAKES EC UC AER CE 
b= cach - 2) " 
@=1, +, n—1), (2.22) 
D-H (Ki Kui -2K) 


联合 (2.21) 和 (2.22), 便 有 
D,- e (3 biat 2i bia) (6-91, «+, n—1). (2.28) 
id b—mex|b|, D=max|Di|. Mi 2.23) 容易 得 到 估 
计 式 
12. <8, LES 
2 6 
Bn 1Ps5x3D. 


经 过 上 述 分 析 便 可 明了 ， 圆 率 法 的 实质 在 于 : 通过 对 圆 率 二 
KE DRL TR ROH RE ORE, ATE BUS CN 
线 的 功能 . 

de BUE HOP, 我 们 并 不 希望 在 每 一 点 都 按照 (2.18) 或 其 坐标 
Am (2.19) 进行 光 顺 性 修改 .因为 点 点 修改 的 效果 不 好 ， 会 造成 
改动 点 子 过 多 , 偏离 过 大 的 恶果 ， 我 们 只 要 在 坏 点 处 进行 修改 ; 首 
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先进 行 初 光 顺 , 之 后 再 精光 顺 ~ 一 遍 . 

必须 指出 , 在 初 光 疾 阶段 ， 即 使 假定 型 值 点 列 为 凸 的 那 一 段 ， 
即 相 邻 三 个 圆 率 Kos, Ky Kin 为 同 号 , 也 不 能 完全 保证 线性 化 
局 部 三 次 拌 条 在 对 应 的 型 值 点 曲率 如 -nz Es bus 为 同 号 ， 这 从 第 
六 章 8$7 关于 保 凸 性 的 讨论 便 可 明了 . Alt, LHE, MERA 
号 段 , 必须 按照 第 六 章 (7.10) 式 表示 的 保 凸 性 条 件 


Ko + (A K Ca AE ia) 


进行 检查 ， 凡 不 满足 上 式 的 P. 点 也 应 该 作为 坏 点 光 顺 一 遍 ， 以 保 
证 经 过 初 光 顺 之 后 的 插值 样 条 无 多 祭 扔 点 . 

为 了 说 明 圆 率 法 有 很 强 的 光 顺 功能 ， 这 里 举 一 个 实例 ， 这 个 
例子 是 我 们 在 沪 东 造船 厂 的 一 条 20000 吨 散装 货轮 的 数学 放样 过 
程 中 假 然 遇 到 的 ， 但 很 能 说 明 问 题 ， 该 货轮 有 一 条 已 经 过 光 顺 前 
7200* KE, 由 于 数据 准备 工作 中 的 差错 将 水 线 上 倒数 第 三 点 的 
半 宽 2.65 误 读 成 方 框 中 的 数值 974.13， 误 差 将 近 一 千 米 . 原型 
值 的 %, y 坐标 如 下 玫 所 示 ( 以 米 为 单位 )， 圆 率 的 单位 是 F. 


z (站 5) y GE 0 pou] * X N3 SS mp 3 
43.00 11.60 —8.16 ~2.16 
51.60 11,52 一 7.54 7.54 
60.20 10,88 —16.16 —16.16 
68.80 9.00 —15.86 —15.86 
13.10 7.57 —8.15 -8.15 
77.40 5.96 ~1.76 一 1.76 
81.70 4.31 | 一 0.43 | 
86.00 | 974.18] | 1-04| 
88.15 1.88 


1.02 
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经 圆 率 法 光 顺 一 次 后 , 仅 改 动 一 个 点 ,就 是 把 方 框 中 的 974.18 
修改 成 2.649997, 与 原来 的 数据 2.65 MEHR. HAS ABE 
全 部 保持 不 变 ， 光 顺 后 的 圆 率 仅 有 三 处 变动 ， 标 明 于 上 表 最 后 一 
列 的 方 框 处 ， 很 明显 , 光 顺 后 圆 率 序列 的 变化 是 均匀 的 ， 

从 1974 年 起 , 山东 大 学 和 沪 东 造船 厂 协作 , 在 船体 数学 放样 
的 实 苞 中 首次 提出 了 圆 率 光 顺 的 概念 ， 并 试用 于 船体 种 部 线 型 的 
三 向 光 顺 ( 沪 东 造船 厂 . 山 东 大 学 器 1976，53]1978)， 之 后 , 作者 
之 一 与 沪 东 造船 厂 的 同志 在 此 基础 上 作 了 改进 ， 改 进 的 要 点 是 : 

(D) 提出 了 不 等 距 型 值 点 的 圆 率 二 次 差 定义 (2.19) 式 . 

(2)》 光 须 目 标 简化 成 (2.18) 式 , 并 增加 了 线性 化 处 理 , 使 得 型 
值 点 修改 量 简化 成 为 (2.19) 表示 的 显 格式 ， 

(3) 增加 了 端 部 和 舰 部 的 三 向 光 顺 程序 . 

这 样 ,我 们 缩短 了 计算 时 间 , 提高 了 光 顺 质量 ( 刘 蜂 元 , 苏 文 荣 
[2], 1979). 

目前 用 于 沪 东 造船 厂 船 体 生 产 数控 系统 上 的 三 向 光 顺 程序 是 
将 般 部 和 诺 秀 部 一 起 按照 贺 率 法 进行 光 顺 ， 据 近年 来 光 顺 后 投产 
的 五 条 五 千 吨 级 到 一 万 吨 级 船只 的 统计 ， 在 每 秒 运算 十 万 次 的 
719 数字 计算 机 上 , 三 向 光 顺 半 条 船 (包括 髓 部 或 艇 部 ) 的 时 间 大 
臻 在 20~30 分 钟 之 闻 . 数据 准备 和 控制 台 操作 也 十 分 简便 , AT 
干预 很 少 . 

HS AE 6 是 已 经 在 沪 东 造船 广 投产 的 球 青 入 型 船 的 肋骨 线 
型 图 、 该 线 型 使 用 本 段 介绍 的 圆 率 法 光 顺 ， 采 用 线性 化 的 局 部 三 
次 样 条 曲线 作 大 挠 度 插值 ， 在 沪 东 造船 厂 的 数控 绘图 机 上 按照 第 
KE 84 介绍 的 双 圆 弧 法 画图 . 


2.6 B X 法 


吉林 大 学 等 单位 的 外 形 设 计 小 组 提出 一 种 强调 保 凸 《 保 形 ) 
性 质 的 数据 拟 合 法， 叫做 磨 光 法 《 齐 东 好 等 ，1975; 李 岳 生 ， 齐 东 
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ja, 1979). 
磨 光 法 包括 “ 磨 光 ” 和 “ 瑶 亏 修正 ”两 部 分 内 容 。 这 里 仅 仪 介绍 
等 距 节 点 的 磨 光 法 ， 
设 在 区 间 [e, 6) LAE TARY EE 
A, @=My) << KG D 
Ai n+1 PHU Pile, yo G=0, 1, e, m). 用 线段 连接 每 相 邻 


240 Ba RAT pad rc D] JEM (BLE 
WRN TBA RL, HLURB 


Sy (x) -È yth 5) (2.24) 


为 折线 函数 二 的 上 -1 次 磨 光 函数 ， 其 中 Mx(z) 是 第 二 章 所 介绍 
的 无 次 卫 样 条 函数 (为 叙述 简单 , 这 里 省 略 了 边界 条 件 )， 当 天 一 工 
时 , 便 是 折线 函数 上 ， 实 用 上 经 常 取 =2, 3， 国 外 文献 称 (2.24) 
X k+1 阶 样 条 VD IBV, VD 是 Variation Diminishing — “4 
差 缩减 ”的 缩写 , BR. 大 次 桩 条 函数 SQ) 的 拐点 个 数 不 会 
超过 折线 画 数 工 的 四 上 同 转 向 次 数 ， 当 一 2, 8 时, Su) 的 拐点 个 
数 正好 等 于 工 的 转向 次 数 ， 因 而 具备 几何 外 形 设计 所 需要 的 保 凸 
(RENEA. Mit, 一 次 麻 光 他 一 分 便 是 二 次 B 样 条 函数 VD E 
Xi, 二 次 磨 光伏 一 3) 便 是 三 次 吾 样 条 函数 VD IB, 

一 次 和 二 次 磨 光 函数 还 容易 推广 成 参数 形式 ， 就 是 第 四 章 介 
绍 的 二 次 和 三 次 B 样 条 曲线 .折线 函数 工 则 成 为 相应 的 BB 特征 
多 边 形 . 

一 般 说 来 , 形 如 (2.24) 的 样 条 逼近 阶 仅 有 QW, 而 插值 三 次 
样 条 的 通 近 阶 是 DG ， 然 而 前 者 具备 保 凸 性 ,后 者 却 未 必 ， 这 
WBA, JH (2.24) 表示 的 VD RAEN, 是 通过 小 低 对 逼近 Yr A E 
RAR ZEAE HE. 

更 遗憾 的 是 , 由 于 VD 通 近 不 满足 插值 条 件 , 在 每 个 内 节点 x 
处 出 现 偏离 值 


lo , k-2, 
pi 8G) -4W- 
gin k=3, 
其 中 fy 表示 型 值 {名} 的 二 次 差分 : 
Ay, = Ys — 24+ Yes, 


RF LAB ACE BR, 这 种 偏离 值 ps 未 免 太 大 了 . 
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为 了 减少 型 值 点 的 偏离 , GRE SR — BP ike “ETE” BY 
补救 办 法 .也 就 是 在 每 个 内 节点 os 处 , 事先 给 原型 值 % 以 一 个 补 
& B 一 ps, 再 按照 新 型 值 
V=) P 
构造 磨 光 函数 (2.24), ipm SE. RPMRRABH—-RKAS 
修正 。 容 易 算出 , 经 过 一 次 修正 后 的 型 值 偏离 


= aru k=2, 
pt = Si(m) -9,— 
-gln k=8, 


其 中 Ay 岩 示 型 值 {9} 的 四 次 差分 ， 从 上 式 夏 出 , 一 般 说 来, 经 过 
一 亏 修正 后 的 磨 光 函数 将 更 接近 原型 值 点 . 
必要 时 , RES PM, 进行 多 次 盈亏 修正 ， 已 经 证 
明 , HEEK noo 时 , 对 应 的 麻 光 函数 
SP) f. 化-2 8), 
RE fao) 是 满足 插值 条 件 
Film) — (6-0, w, n), 
且 形 如 file) - SaM,(25*) 
RI E Y BEAR RO GERE e, f(z) JE ARI A AA E UR 
条 函数 , 它 必定 存在 而 且 是 唯一 的 。 这 就 表明 , BURESARG 
修正 后 , MRAM TM fue) 化 = 2 8). 
然而 ， 修 正 次 数 并 非 越 多 越 好 ， 根据 第 二 章 $ 3 中 讨论 的 二 
次 和 三 次 插值 样 条 函数 的 保 凸 性 条 件 , IE RH CAD s, 而 保 目 
的 充 要 条 件 (3.15) 或 (3.16) 不 成 立 的 话 ， 插 值 样 条 一 定 是 不 保本 
的 . 
实际 应 用 至 杞 修正 的 步 又 是 ， 每 修正 一 次 ， 检 查 一 次 节点 处 
二 阶 导数 S" (o) 的 符号 与 型 值 二 次 差 P 的 符号 是 否 相 同 ， 如 
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RWE, 则 继续 修正 ， 否 则 , 回 到 前 一 次 并 中 小 计算. REER A 
的 前 提 下 尽量 地 逼近 型 值 的 一 种 技术 性 措施 . 

必须 指出 , 当 原 潭 值 不 满足 初 光 顺 条 件 , 比如 相 邻 三 个 型 值 的 
二 次 差分 dua, Sy, Pier 的 符号 是 十 ， 一 ， 十 时 ， 不 管 取 几 次 
AGBE, BALRA E P 点 邻近 总 有 两 个 多 余 殷 点. READE 
光 函 数 在 “ 保 形 "方面 过 于 求全 而 缺少 “平滑 能力 的 缘故 、 也 就 是 
说 , OGRA RA WI RR, FEARS, 磨 光 法 的 作者 也 认 
为 需要 借助 于 其 它 光 顺 方法 预先 对 型 值 点 进行 初 光 顺 。 此 外 ， 磨 
光 法 对 于 精光 顺 的 目标 也 基 缺 少 考虑 ， 

综 上 所 述 , 不 附加 僵 亏 修正 的 有 一 工 次 磨 光 函数 就 是 天 次 吾 样 
条 函数 , 参数 形式 的 一 I 次 麻 光 曲线 则 是 次 避 样 条 曲线 、 附 
”如 一 亏 修正 的 密 光 函数 能 减少 司 原型 值 的 向 离 ， 又 保持 原型 值 的 
ot, 适用 于 要 求 保 凸 的 数据 拟 合 问题 ， 
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我 们 在 前 节 介 绍 了 单 根 曲线 的 几 种 光 顺 方法 ， 这 些 都 是 网 格 
光 顺 的 基础 . 

在 船体 数学 放样 中 , DIG DX mb T RU NEST 
线 所 张 成 的 光 顺 网 格 . 所谓 网 络 是 光 顺 的 ， 其 合 义 是 指 网 烙 的 每 
一 条 曲线 都 光 顺 ， 当 最 小 二 乘法 、 回 弹 法 和 贺 率 法 应 用 于 网 格 光 
MOST, 只 是 模拟 传统 的 手工 放样 , 把 上 述 三 族 章 面 线 各 自 独立 地 进 
行 光 舌 ,但 要 满足 网 格 的 协调 条 件 , 即 分 属于 两 族 的 每 两 条 曲线 在 
空间 是 相交 的 ， 不 允许 出 现 间 栈 . 这 个 过 程 称 为 三 向 光 蜂 、 为 了 
满足 协调 条 件 ， 就 需要 对 三 族 剖 面 线 反 复 多 次 地 和 迭代 光 顺 就 加 
率 法 而 言 , 不 排斥 存在 这 种 可 能 性 ， 在 个 别 型 值 点 处 , 为 了 保证 协 
亩 条 件 的 成 立 而 不 得 不 放弃 精光 顺 欧 要求 。 但 是 ,无 论 如 何 , 必须 
达到 初 光 顺 . 
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能 量 法 和 基 样 条 法 在 网 格 光 顺 方 面 有 一 套 独 特 的 方法 ， 不 同 
于 上 述 意 义 下 的 三 向 光 顺 ， 它 们 是 能 量 法 和 基 样 条 法 从 一 维 推广 
到 二 维 的 结果 . 


3.1 网 格 能 量 法 


这 是 穗 坂 卫 的 能 量 法 在 二 维 场 合 的 拓 广 (Hosaka[3]，1969) 
取 一 个 由 两 族 测 度 都 是 如 [的 弹性 线 CG=0 e, 0) 与 
D,(3—0, +, m) 所 张 成 的 网 格 . 除了 在 线 的 交叉 点 即 型 值 点 处 
有 相同 的 位 移 之 外 ， 对 它们 没有 任何 别 的 约束 。 这 两 族 线 分 别 带 
有 有色 参 数 和 2 参数 .请 读者 对 照 2.2 段 阅 看 下 列 记号 ， 
Q, 网 格 原型 值 点 ， 
P, 网 格 光 顺 型 值 点 ， 
e, ”型 值 点 弹 往 的 弹性 系数 ， 
My MRE Py 处 ww 方向 上 的 二 阶 导向 量 ， 
M; 网 格 在 Pi 处 4 方 向 上 的 二 阶 导 向 量 ， 
M= M5+ My, 
有 一 一 一 一 ay. 


Dij 
= | Pu- Prial, 
g= | Py- Pal. 
ACT AAR EAE 
&fo- Lupa fo fur fecus 


Af Pus fu Tu fun, 
$; 


Rijs 


T T&K EIE RA AN RS EER EA RA A BE 
U- 2 oy Py QU)? g au(x, paf. ids), 
In] 2.2 段 的 讨论 相 类 似 地 经 过 线性 化 处 理 , 我 们 按照 
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U =min, 
便 能 推出 下 列 关 于 Py, MG, Ma 的 方程 ， 
Po- Qu- B, GM + dMY, 
By My 2G lay) My Ms 
+645 (Bu diy) -64:Qu, (3.1) 
RM? ia tly HR) Mi My 
+645 (BAM =64Qu. 
先 从 后 两 个 方程 算出 My5 MG, 然后 从 第 一 个 方程 求 得 网 格 光 
MBER Pu. 
笔 坂 卫 的 网 格 模型 比 弹性 板 模型 优越 ， 因 为 后 者 存在 双人 参数 
的 交叉 影响 ,方程 中 出 现 二 阶 混合 偏 导数 ,相当 于 Coons 曲面 中 的 
HR, 与 此 相反 , BRERA u TER o 弹性 线 除了 在 型 值 点 
处 位 移 相 同 这 个 阿 格 协调 条 件 外 , 是 完全 独立 的 , 它 恰恰 相当 于 一 
HEARN MR. 六 而 网 格 方程 (8.1T) 只 是 两 个 一 维 方 程 的 简单 
联合 , 处 理 较为 简便 . 


3.2 网 格 基 样 条 法 
忻 元 龙 将 双 三 次 样 条 函数 的 基 样 条 表示 应 用 到 网 格 光 顺 中 
去 , 提出 一 种 “曲线 检查 、 曲面 修改 ”的 新 方案 , 修改 点 和 修改 量 均 
由 光 烦 性 条 件 确定 。 这 种 光 顺 方案 在 江南 造船 厂 的 船体 数学 放样 
Hia T mx mud (21, 1977), 
网 格 基 样 条 法 就 是 前 节 2.4 Be fp ZR BU CNURUR M IE] SEE AR 
法 在 二 维 场合 的 拓 广 . 
在 基 样 条 法 中 , 如 果 定 义 一 元 样 条 画 数 的 节点 剪 力 跃 度 向 量 
B= ör, ba, eer, 5,4), 
KAE HB SBE J WY Jy BR REESE MERE 


n—l 
B= B? = 2i 5; = min 
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这 些 概念 都 可 以 相应 地 推广 到 网 格 基 样 条 法 ， 
HEF i HR R [a, 51@[c, 由 上 给 定 一 个 矩形 分 割 
A= d@A,, 其 中 
ds = Hy <B1< n=O, 
dy CYLL =d, 
定义 在 分 割 4 上 的 双 三 次 样 条 函数 了 (%, y) PI ACE EL n+ 8) (n 
+3) RH 3 A] S(w, y; 4, CHEE 
ie hy} (650, ++, n--2; t=0, =, m-+2), 
称 为 二 元 基 样 条 ， 是 在 方向 上 稻 9 方向 上 的 两 个 一 元 基 祥 条 
1o. (2) ERE bs YD MRR. 其 中 只 有 Puri), Para (0) RIS Y), 
Usa) 与 边界 条 件 有 关 . 以 上 这 些 内 容 已 经 在 第 五 章 的 1.2 段 
SURXLT. 
—3G HZR B3 P735 ARE & 4E 769 NS Æ 


dug nie: i Oto "2g a E 
ui 777 js Ws STE 
T _ sate | asaf Fath Sa _ (8.2) 
A T= 7" Roan eu ona 
(250,9 8): 
一 元 的 跃 度 向 量 召 在 二 元 的 拓 广 是 一 个 8 ma — 2) BRE 
E: 
GC) - (GPG), EPA), GA), GFP, 
GP), GPA, EPO, GPO), 
其 中 


GP Q)- (AP Siw o> aM 
A flus Un, 4.1, 
GPA) = APF a ts Af ben es 
MPF | ons ats 4.1) 
RHE TET ERI Es LAE Da "EL BI PEE REE, EE 
FT PARE GRAAL, 首先 按照 2.4 EO gl EG HE UAE i A DURS E, 从 
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中 定 出 坏 点 所 在 集合 E, 然后 从 至 中 确定 修改 点 Po。 计算 修改 
晤 的 方法 如 下 所 述 . 

假定 在 分 害 4 上 已 经 给 定 原型 值 Gu) 和 适当 的 边界 条 件 , 我 
们 首先 作 捕 值 双 三 次 样 条 函数 (n, y). E ORG, y) 代表 与 任 一 
WR PCH ARN TERR. 如果 pz 是 在 卫 点 增加 的 型 值 增 
f, 而 在 其 余 各 点 的 型 值 和 边界 条 件 部 保持 不 变 , 那 末 修改 后 的 插 
值 双 三 次 样 条 范 数 产 (2 y) 满足 关系 

P@, D=F@ y) -prO»(v, y). 


修改 量 ps 决定 于 目标 淆 数 的 极 小 化 : : 
Gp=G? (f^ — min, (3.8) 
其 次 , ERA} AAP RBRER ST, 因而 算 子 
G. 7 一 GO 
也 是 线性 的 , WI. 
G(f) -GCD +prG (Or), (3.4) 


BE (8.8) 和 人 3. 人, 便 求 得 一点 修改 量 
pon EEO) 
S 
从 下 一 节 关于 二 元 基 样 条 的 性 质 8 AN, ERNA GI (Cp) 7-0, 
因此 pe 总 是 有 意义 的 . 
最 后 我 们 求 出 


Gp, = min Ge, 
PEB 


我 们 取 定 E "BI Po 点 作为 修改 点 , 并 采用 相应 的 修改 量 pr, 进行 
修改 . 

总 之 , 曲面 光 上 顺 的 过 程 就 是 反复 检查 、 反 复 修改 的 过 程 , 也 就 
Ai tr TE BS ER BOP AG — G* CF) 逐步 变 小 的 过 程 . 4 GO 
时 ， 双 三 次 样 条 函数 f Go, 9) 就 从 分 片 双 三 次 向 整 块 双 三 次 转化 . 
但 是 我 们 并 不 要 求 光 顺 后 的 人 f 守 0， 因 为 这 样 做 会 出 现 修改 点 过 
多 , 修改 量 过 大 的 缺点 ， 只 要 所 有 网 客 曲线 满足 光 顺 准则 , 这 个 过 
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BRA BOR. 

对 非 矩 形 域 上 的 矩形 网 格 线 的 情况 ， 我 们 也 可 用 类 似 的 方法 
进行 光 顺 , 不 过 先 要 光 顺 边界 线 , 然后 光 硕 内 部 ， 具 体 细节 这 里 就 
BRET. 


$4 AMER AOR 


在 一 组 型 值 点 {Pi(z, v0) 给 定 以 后 ,我 们 还 要 附加 两 个 适当 
的 边界 条 件 ， 比 方 说 首 末 两 端的 一 阶 导数 yo 和 gp， 才 能 构造 唯一 
的 播 值 三 次 样 条 函数 ， 然 而 ,在 相当 一 些 几 何 外 形 计算 问题 中 , 事 
先 并 没有 给 出 边界 条 件 。 所 以 需要 在 算法 中 予以 确定 .所谓 “ 适 
当 的 ”边界 条 件 , ERARA DA A E I n 
来 ， 使 得 整个 样 条 比较 光 频 ， 有 好 几 种 简单 地 确定 边界 导数 的 方 
法 值得 一 提 . Wd. 过 Po Ps, Ps 三 点 作 正 抛物 线 ， 18 Po 处 的 
一 阶 导数 vs 取 为 首 端 边界 条 件 , 称 它 为 抛物 端 边界 ， 这 也 相当 于 
前 章 8.1 中 介绍 的 Bessel 方 法 . 

WÈ C2), 1977) 给 出 了 一 种 决定 光 顺 性 边界 条 件 的 算法 ， 
而 且 证 明了 解 的 唯一 存在 性 . 光 顺 性 的 含义 是 使 样 条 的 前 力 有 度 
平方 和 变 为 极 小 , 就 象 我 们 在 基 样 条 光 顺 法 中 已 经 做 过 的 那 祥 . 借 
助 的 工具 仍然 是 三 次 基 祥 条， 对 于 一 元 和 二 元 两 种 情况 将 分 别 予 
尽 介 绍 、 对 其 中 所 用 到 的 三 次 基 样 条 的 一 些 性 质 ， 将 在 和.3 段 中 
一 起 给 以 证 骨 . 

至 于 决定 一 元 和 二 元 光 顺 性 边界 条 件 的 算法 ， 分 别 与 基 样 条 
光 顺 法 和 网 格 基 样 条 光 顺 法 配套 使 用 ， 在 江南 造船 厂 的 船体 数学 
放样 生产 线 上 已 经 应 用 多 年 , 收 到 良好 的 效果 ， 


4.1 一 元 样 条 的 光 顺 性 边界 条 件 
在 平 闸 上 给 定 了 一 组 型 值 点 列 Pile, yo =O, …, m. RS 


248 AT poo RIEL [第 七 章 
定 的 边界 条 忻 是 % 和 六 插值 三 次 样 条 函数 的 基 样 条 表示 式 为 
S (w) =D (T) -Mepssi(2) HYPE), (4.1) 
其 中 , 和 按 界 条 件 无 关 的 部 分 大 
Bw) =È yale), 
mE gu (2) (s=0, +, n +2) 是 三 次 基 样 条 函数 . 
我 们 这 祥 决 定名 和 纺 , 使 得 S(w) 在 内 节点 w RETE 88 72 BR RE 
的 平方 和 变 成 极 小 : 
B= S| b? = min, (4.2) 
其 中 à—8"'(a,4-0) — 8" (z,—0) G=1, =, n-D. . 
样 条 D(x), Paar); Para (5). 在 内 节点 e BHR RK 
op di, di ($1, +, n—1), KADER 
6,— codi yudi =l, +, n— 1), 
Wit 


E B (ext het a 
eB 2-1 
ay, 8 à ever yd 
为 使 召 = min, 必须 有 


3B 
a an 
2B 
oy, ~% 
或 写成 
od + y, = —90, 
ote —o', (4.3) 
式 中 


R-i n=l 
= "d? = " ^ 
| RG, e= Radi, a = Sar, 

nk 1-1 

=N ^u oW) " 

pa zjed. 
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MATE (4.3) IG EWA: 
d 
Wh 
E (4.4) 
RS 
在 首 端 斜率 yo 已 知 而 末端 斜率 v, 待定 的 场合 ， 我 们 按照 光 
WIE SR FE (4.2) cR 48 


y= E, (4.5) 
EY, BAU oo 待定 的 场合 ,我 们 同样 得 到 
dem LETE, (4.6) 


根据 下 述 的 4.3 段 的 性 质 工 和 2 得 知 : d^, d-A0; 4 n3, 
{dy} 5 {at} ee ye, MAA Cauchy RAR, 我 们 立即 得 到 
a= (Saat) <(Sat) (SI at) -ar 
i (4.4), (4.5), (4.0 — ABA BEAR AE E, 


4.2  — EE NMEA SR VF 


24304138 EDU KERE, A E R EEEE 
85 A {(z y) EERE {z 放 时 ,往往 缺少 全 部 或 者 部 分 边界 条 
4r. 在 这 样 的 场合 ， 我 们 将 按照 光 顺 性 条 件 予 以 确定 。 记 用 记号 
与 本 章 8.2 段 相同 . 

& f (o, y) €S (o, y, 4, 它 的 基 样 条 形式 是 


f(a, y) = fole, y) + Sacs 9), (4.7) 


其 中 foe, y) € S(o, y, A RETEA, Calw, y) 是 由 
io, Go } Alive MAR, MAS 7b BO VLA PEE DEPO HERE dn, 
(2) ARERR — RE p 2 (min) +8. 
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FB A aE (243 BER ES 
G^ (f) = min, (4.8) 
我 们 将 证 明 : 设 wm 之 38， 如 果 光 硕 性 条 件 (4.8) 成 立 ， 那 末 
(4.7) 中 的 各 系数 oo 是 唯一 存在 的 ， 
实际 上 , AAD RNA 


GC) - G9 + Bae), 
又 从 BD W9 (a=1, +, p) 


得 到 $GG)6G)e--GG)GU) (-1 =, p. 


或 者 , TUER FOE. 
[0]" [0] [X] - - LOLF), (4.9) 

其 中 [0] = LG (017 Æ 8(mn —1) x p Br, LF] =[@(fo)]* 
Æ 8(mn—1) x 1 Bret PE, LX] = [az ++, ag] E px 1 Bro EE, 

4.4.3 BNE 4 AH, 3 n, m>, Cr), =, G(O,) 
是 线性 独立 的 , 于 是 有 

rank ([O]"[C1) =rank ([C)) — p. 

所 以 方程 组 (4.9) RRR AN, A REAL BO f ME E 
在 , 


4.3 一 元 和 二 元 基 样 条 的 某 些 性 质 
现在 , 对 于 一 元 基 样 条 9. (2) (8—0, ++, n--2) 在 内 节点 4 处 
R38 REE, 我 们 采用 (3.2)1 当 a 一 0 时 的 表示 式 , 并 记 它 为 Ap. 
ERL 4 n>? 时 ,成 立 
Apa (4=1, =, n—1; $90, «+, n+2), 
实际 上 , RN MBAR ERA. MEET oe), 一 定 成 
x 
PM PE (2u2)-—0 =O, =, n—1), 
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而 且 gs (w) 是 分 绒线 性 的 ， 记 以 gy 《2w) TER SEAT HEBR IE DA 
相间 , 因此 4.9.0, | 
HRS 4 n>, {4,911} 10 (40,2) REE TAI, 
实际 上 , MERE BSB BD pe, 使 得 
Aleari HAs Prra=O =l, e, n—1), 
Bp As APart paso) =O ($1, =, n— 1). 
JE, = KER Marit Quia 在 [t0 2,] PERT e 的 三 次 多 项 
式 、 可 是 按照 e.a 和 Pra 的 定义 , 它们 在 [zo, 2) PUR nl 
SA. BID n3Bf 这 是 不 可 能 的 . 
HRS 由 二 元 基 样 条 a @ ry) 人 一 由 nt t=0, +, 
mtDNA ARET ARKE E G (pal) 是 非 零 的 。: 
实际 上 , 假如 有 Gab: —0, 也 就 是 
i=1, =, n—l, j=0, «+, m 
Apa (y) =O | s=0, -«, n2; 1—0, <, m2; |, 
a=0, =, 8 | 
BN AMBRE o 03, YO (9) 40, 因此 有 
Ap —0 (=i, =, n=l; s=0, +, n4-2), 
ATER LA 
Re RMS, y; d) PRAm+n) 十 8 个 和 边界 条 件 有 
关 的 基 样 条 (n, m3), 那 末 ， HEA RA RR n E 
G(p, cb), Gps), G Olm), G @abinsa) (8 = 0, es 12, 
t=0,…, m2) 是 线性 独立 的 . 
实际 上 , 假如 成 立 


À OG (p, ibi) + P OG (oso) + Dae (Pimi) 
十 > UE (Pima) + 9G Parimi) + p'G Gas atime) 


+ 9G Quitthmia) + 9° Parapat) =O, 
把 它 改 写成 分 量 形 式 ， 
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m m 
高 O42, Pasa (yo 十 A OFA Paral” (yr) 


+ 之 d, A, gab. (ys) + > dt 4, gabs (y) 


+ DAL Duet QU) +p" Ze Parii (Ys) 
EGAn psit QA) + da pacatis (y) =0 — (4.10) 


S O44, ui. 0) SOT pi Cr) 


m : diu oe (a) + > di dy Went ai” (a) 


At pA, pmpa (an) +p’ Ay ba ipea (23) 
+ gy pm rap (Ga) +9 ipai (m)-0 (4.11) 
(k=1, ++, n—1; [20, «+, m; g=1, *-, m—1, 
| ' h=0, =, m a=0, <, B). 
在 (4.10) 中 特别 选取 a~=0; 根据 基 样 条 {gs} 和 (0s) 的 定义 ， 
我 们 便 得 到 
Odypnt1t O74, na = 0. 
按照 性 质 2 就 有 
C=0 和 Of=0 (1—0,.-, m), 
同样 地 , Æ (4.11) FRIAR a — 0, 有 
d,-0 和 di-0 (h=0, =, 2), 
其 次 , Æ (4.10) 中 选取 a~1 和 ?1 二 0, 便 有 
p=0 和 g'—0, 
最 后 , 在 (4.10) 中 选取 a~I All=m, 又 得 到 
| q-0 和 g-0. 


第 八 章 “高 维 仿 射 空间 参数 曲线 的 
内 在 仿 射 不 变量 


我 们 在 第 三 章 关 于 三 次 参数 曲线 段 的 研究 中 ， 运 用 代数 曲线 
ie i f SER AERBUE, 找到 了 一 个 重要 的 仿 射 不 变量 
$ T 
1- (1) 25, 
按照 工 的 符号 ， 我 们 对 三 次 参数 曲线 进行 了 以 实 奇 点 和 实 拐点 的 
个 数 作 为 特征 的 仿 射 分 类 ， 从 而 给 出 了 判断 和 控制 三 次 参数 曲线 
跋 形状 的 几 种 实用 的 算法 .经 过 适当 的 仿 射 变换 ， 这 套 算 法 局 样 
可 以 应 用 到 三 次 Bézier 曲线 与 三 次 BB 样 条 曲线 的 形状 控制 问题 
+ (ERE). 
现在 ， 我 们 要 把 这 一 套 仿 射 不 变量 理论 应 用 到 平面 上 五 次 和 
更 一 般 的 nm 次 参数 曲线 的 场合 ， 最 后 拓 广 到 讨论 名 维 仿 射 空间 % 
次 参数 曲线 的 内在 仿 射 不 变量 问题 .研究 这 样 一 类 问题 的 意义 在 
于 ， 如 果 我 们 能 够 找到 ww 次 参数 曲线 段 的 仿 射 不 变量 和 实 奇 点 及 
实 拐点 的 分 布 , 那 就 可 以 实现 对 % 次 Bézier 曲线 和 mw 次 B RRS 
线 的 形状 控制 ， 这 是 一 个 在 当前 计算 几何 学 科 中 尚未 完全 解决 的 
问题 。 从 人 参数 曲线 的 仿 射 不 变量 出 发 ， 进 和 而 可 以 研究 参数 曲面 的 
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相应 课题 ， 这 些 课题 将 是 研究 Coons Hh i, Bézier 曲面 和 .B 样 条 
出 面 的 形状 控制 问题 的 理论 基础 , 难度 是 相当 大 的 , 然而 有 着 重要 
的 实际 意义 和 应 用 价值 


$1 代数 曲线 论 中 一 些 有 关 的 概念 和 结论 
在 平面 上 仿 射 坐标 (x, y) F, Bi n CRRA 


FO, Y= $ at -0 (1.1) 
ifjan 
表示 的 曲线 叫做 平面 n RRS, UR C, 一 般 地 ，Cy 与 平面 
上 任 一 直线 有 nw 个 交点 .反之 , 凡 与 任 一 直线 有 mn 个 交点 的 代数 
曲线 必定 是 nn 次 的 , 
我 们 知道 , 0, 经 过 双 有 再 变换 后 , 它 的 奇 点 痢 可 归结 为 二 重 
点 和 尖 点 两 类 。 设 Cu 有 4 个 二 重点 和 s TRA, BREA E. 


dts BiB (01) (n~ 2). ER 
p=4 (0-1) (n—2) —d—s (1.2) 


AOC, HSH, 

WR, 上 动 点 的 齐 次 坐标 (m, v, 2) 都 是 参数 ENA E 
AM, KEH n Aht (Burau, 1962). n 次 有 理 蝎 线 必 定 是 
条 直线 Np 十 jy 十 vz 一 0 必 有 nn 个 交点 的 
事实 便 可 明了 ,而 且 它 的 亏 格 p==0， 反 过 来 , 凡 亏 格 p0 的 CC, 必 
定 是 某 参 数 皇 的 次 有 理 曲线 , AAA A EANA A 


PO 的 总 数 等 于 于 旬 一 D) (0-2), 而 且 有 3 一 和 个 拐点 . 
n CHEN BERI EEUU ER Gs, 9) 由 参数 方程 
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g= > ict 
y= > rx 
(不 妨 假 定 6.20) 表示 的 曲线 同一 般 的 同 次 有 理 曲线 一 样 ， 它 
WH -F (n—1) (n—2) PAPA, HIE 2n—4 FBR, Ioa 
有 理 曲 线 要 少 个， 这 就 是 有 理 整 曲线 在 几何 外 形 计算 的 大 多 数 
场合 中 更 为 有 用 的 一 个 依据 . 

Coons (1967) 和 A. A. Ball (1974, 英国 飞机 公司 的 
OONSURF 系统 ) 在 航空 工业 的 几何 外 形 设计 系统 中 应 用 了 三 次 
有 理 曲 线 作为 构造 曲面 的 参数 网 ， 他 们 的 意图 是 希望 把 二 次 代数 
曲线 (包括 椭 加 、 双 曲线 和 抛物 线 ) 和 三 次 有 理 整 曲线 统一 在 三 次 
有 理 曲 线 中 ， 这 是 因为 二 次 代数 曲线 在 航空 工业 的 传统 设计 方法 


中 应 用 极 多 却 不 能 被 包括 在 三 次 有 理 整 曲线 中 的 缘故 , 
m 维 仿 射 空间 的 一 般 仿 射 变换 是 


(1.8) 


Am, >, T= (Ti, Ya, 6, Um), B= (Xi, To, ++, Dm), 
Ti CHT Bin "tt Gim 93 Gio 
v2 |_| zn Zas 025 za || 20 ral 4) 
Tm Omi ma Omm Tm Smo 
J =det|a,;| #0, 


当 m=2 时 ,平面 曲线 O, EA RAR MAL ORE S 
射 变换 Ay 是 不 变 的 , 而 且 , 对 于 参数 的 线性 变换 
T. tot, t- Oi -f. (C#0) 
也 是 不 变 的 . 
Rr CEERICAG. OE RRSUSRWRIER TA 


ac, bb, G=0, 1, oo, o). 


WR ABR — 1 BB Dao, …，ari Do, …，p) 满 足下 列 关系 : 
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Q (do, +++, ay Bo, 0, by) =O (Go, ++, ay Bo, *, bn), 
AF r ERR, PRR OE ATFBRWHRELRA) Br 的 
相对 仿 射 不 变量 。 sir—0 时 , 称 为 (关于 参数 的 线性 变换 的 ) 内 在 
仿 射 不 变量 。 对 于 仿 射 变换 A 的 相对 仿 射 不 变量 的 权 ” ABH 

似 的 定义 , 只 要 把 上 述 变换 了 改 成 变换 Ao LAHK OKR J. 


$2 一 类 五 次 有 理 整 曲线 


在 样 条 插值 理论 中 ,除了 常用 的 三 次 参数 样 条 曲线 外 , 我 们 往 
往 遇 到 五 次 参数 样 条 曲线 .这 类 样 条 的 每 一 段 都 是 五 次 有 理 整 曲 
线段 .这 一 节 的 主要 结果 如 下 ( 苏 步 青 [4]，1977)， 

在 2.1 中 将 证 明 ， 五 次 参数 桩 条 有 理 整 曲线 段 通 过 其 两 端 有 
关 参 数 适 当 的 调整 ， 常 常 可 使 原来 具有 六 个 拐点 的 曲线 变 为 仅 有 
四 个 拐点 的 曲线 ， 后 者 简称 “五 次 有 理 曲 线 ”， 这 里 必须 注意 , 本 
节 讲 的 “五 次 有 理 曲线 ”是 一 类 特殊 的 五 次 有 理 整 曲线 , 并 不 是 前 
节 定 义 意义 下 的 五 次 有 理 曲线 . 这 里 我 们 设计 了 两 种 调整 , 使 五 次 
参数 样 条 曲线 的 各 眉 经 调整 结 点 参数 后 , 都 变 成 五 次 有 理 曲 线段 ， 
并 在 结 点 处 保持 着 一 阶 连续 导数 ， 

”在 2.2 导 出 一 个 相对 仿 射 不 变量 工 , 

2.8 的 内 容 包 括 奇 点 的 探讨 和 三 个 由 拐点 方程 指出 的 相对 仿 
射 不 变量 g, b, a 的 研究 ， 按 照 y 和 5 的 符号 ， 我 们 确定 了 五 次 有 
理 曲线 上 实 奇 点 个 数 的 分 布 情 况 . 


2.1 五 次 参数 样 条 曲线 
五 次 有 有理 整 曲线 


(2.1) 
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一 般 有 六 个 拐点 ， 要 使 拐点 个 数 尽 可 能 减少 ， 就 必须 有 下 述 两 条 
性 才 得 实现 , 于 是 曲线 只 有 四 个 拐点 , 除非 原 上 曲线 变 为 简单 五 次 曲 
线 ， 我 们 在 这 里 所 讨论 的 这 种 则 线 , 简称 五 次 有 理 曲 线 . 
Hee 2.1) 4 bs 40, TAS 
gy Ob;—0;b, (449, i j=l, 2, +, B), 
我 们 在 整 篇 讨论 中 假定 下 列 条 件 成 立 ， 
Pas 70, pas 0, ps0, | (2.2) 
这 里 首先 指出 ， 如 果 pas 二 0, 那么 曲线 变 为 简单 的 五 次 曲线 , 它 的 
方程 是 ， 
9 — aa -- ba erst da?! ea+f, 
但 是 , 本 文中 不 讨论 这 个 特殊 和 情况. 
对 于 五 次 参数 样 条 曲线 的 每 一 段 , 能 否 通过 其 两 端点 Co, yo) 
和 (zz yi) 的 斜率 参数 46, yo) f(x, y) 以 及 二 阶 导 数 (eo, yd) 和 
(ai, 4) 的 适当 调整 使 之 成 为 五 次 有 理 山 线 呢 ? 我 们 的 回答 是 肖 
定 的 , 下 面 就 是 证 明 ， 
为 方便 起 见 ， 设 两 端点 的 参数 值 分 别 是 1=0 和 t=1i， 我 们 
还 选取 直角 坐标 系 Ory 使 两 端点 重合 到 原点 和 点 (4 0), 这 里 
1; 表示 两 端点 间 的 弦 长 那么， 五 次 参数 样 条 曲线 的 方程 可 写 
为 
a(t) = zo po (E) +a pi + pa (6) 
+9190 (£) +2192 (2) + siga l), 
y) — yo po O + RE) + yop (D) 
Hygo 0) +g ® -yiga (D. 


da (t) _ da (t) _ Bat) 
Ar O«t«, to dt de ) d dt |ta1’ lar t=0 


as TM AAR eR SÉ. To o7 0, a=), gi—0, db, 
六 个 函数 的 具体 表示 如 下 ， 


(2.3) 


258 窜 维 仿 射 空间 参数 曲线 的 内 在 仿 射 不 变量 [HAS 
po (t) -1— qo (0, 
go (D — (65 —151--10), 
mG = —t0—1)* t1), 
aO = 00-1) Bt—4), (2.4) 


p) - — tG), 
gD) - 06-0? 


经 过 整理 , 便 可 把 (2.8) 写成 形 如 (2.1) 的 方程 , 只 是 其 中 除 
Go — 5, — 0 以 外 ,还 有 : 
l 417—429, (37 00, 
as = 601 — 8624, ~ 924 — 242, +807, 
a= — 8600 + 1922, + 3605 + 1682, — 2425, 
~ 7201 — 36024, — 602% — 360 +6024, 
oo. b; — yo, 
bs= — 36yo — Iyo — 24y + 941, 
ba = 19255 4-865 + 168y, — 2491, 
b, -- —360y, — 6091 — 3609, + 60g. 
4 ah, thy tA, ss hy cdl 被 预先 给 定时 ， as, au, as 以 及 ui aa, ba 
都 是 已 知 的 ， 我 们 要 决定 pa，?s， ba 人 2), XÈ 
必须 有 


(2.5) 


dg— hs, ws pm (2.6) 
式 中 已 令 
2 aed 7 

dime. (2.7) 


把 (2. 历 式 中 有 关 的 表示 式 代入 (人 2.6)， 我 们 得 出 关于 名, vi 
人 而 且 这 组 在 条 件 


=Z s "Lad — 91) £0 (2.8) 
ZTA: 
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Vom dC Gee) ~ 20 Qs + 
—B By +) Hu}, (2.9) 
Yim FB y+ By) 4-20 29) À 
+5(3y + 5659) p}. 
至 于 (2. 允 式 中 的 第 三 条 件 , RITEN 
(6a +62, — si — 128) y5 — (695-691 —91) 26:40, (2.10) 
E-D ER E sk i, 并 不 是 唯一 的 . 例如 , R at, yo A 
zi, yi DADRA pat, py loai, oy (p00), MIRR HRE M 
端点 的 斜率 不 变 ， 这 么 一 米 , 在 一 般 情 况 下 可 以 决定 p, o CRUS 
两 组 解 ), 使 得 (2.2) 全 部 满足 . 
综合 起 来, 我 们 得 到 
定理 ”对 于 五 次 参数 样 条 曲线 我 们 通过 其 两 端点 的 各 一 坐标 
关于 参数 的 二 阶 导 数值 的 适当 选取 ， 或 者 通过 各 端点 两 坐标 关于 
参数 的 一 阶 导数 值 的 调整 但 保持 各 该 斜率 不 变 ， 便 可 使 这 条 曲线 
变 为 五 次 有 理 此 线 . 


全 .之 ”一 个 相对 仿 射 不 变量 
我 们 现在 对 于 一 条 由 2. 了 和 忆 . 鸭 定义 过来 的 五 次 有 理 曲 线 
BET fi HER: 
a G0 
其 中 JS08— By 40, 以 及 参数 MAEM, 
i-e +f, (60), (2.12) 


3 8f, 原 曲线 被 变换 为 下 列表 示 的 曲线 


m 5 X ES 5 = 
ze > aft, j= 2 PaL (2.18) 


$58:3! 
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式 中 已 令 
pe “和 
a=e8 St roa (atr; + Bony f", 
T (j=l, 2 =, 5). (2-14) 
b= S (yas; 3-854) f* 


如 同 原 曲 线 (2.1) 所 定义 的 一 祥 , 我 们 从 人 2.18) 作出 相应 的 天 
示 : 
Pu=ab;—ab, (Gj j=1, 2, =, D), 
TW ELE RR (2.14) 计算 它们 的 具体 式 子 , 特别 是 : 
Pas = PJ pas, 


Pss — FF (Pos +f Dio), 
By 67 (pra pasta f* ie). 

从 忆 . 久 容易 看 出 类 似 的 关系 , 

prn P45 =0, 
Pas #0, 

这 就 表明 了 , HB RE TL Oe A BS ER, 对 于 曲线 的 任何 非 
背 异 的 仿 射 变 换 和 参数 的 线性 变换 都 是 不 变 的 . 

在 第 三 章 已 经 证 明 ， 一 般 三 次 参数 样 条 册 线 必定 是 三 次 有 理 
曲线 , 它 还 具有 一 个 关于 变换 《2.11) 和 (2.12) 的 相对 仿 射 不 变量 . 
现在 我 们 将 对 五 次 有 理 曲 线 找寻 类 似 的 对 象 . 

为 此 目的 , 首先 把 2. 台中 的 前 两 关系 写成 


(2.18) 


{ a3> Ads, bs = Abs, e ; 16) 
m= Js, ba— pbs, 
FIFE, $8 (2 10) 中 的 前 两 等 式 写成 
da = Ads, ba = Ab. 
las - a, Fai CHR 


实际 上 , A (2.14) f (2.16) FR EH: 


$2] 一 类 五 次 有 理 整 曲线 261 


Horie 


P (2.18) 
p= (af). 
4 (2.16) RE 
pis — Apis, Pis = prs, 
Pas = Agas, Pas = pas, (2.19) 
ps9, pa XO, 


H, 由 (3.17) 也 可 导出 类 似 人 (2.19) MEH, 
其 次 ,我 们 从 (2.14) 把 每 个 By 3E RUN XT pr 的 线性 组 合 , 其 
中 特别 得 到 如 下 的 儿 个 ; 


Ze7|pa+Mxpey+ d Opes + was) f* 
1 1 
+5 Cupas-+ pss) fg pasf* 
Pas = O'S pos, 
P33 = eT pat (+f) Frost, 
Pie} puc (p+ fps 
1 pa 
egere gh) som}, 


Pis 8J (pis + pas f), 
f1 7 8 (pu pif + (otf) f pas}. 


在 推导 过 程 中 , 我 们 利用 了 2.19), 借以 改写 各 关系 式 右边 括 
号 中 第 二 项 以 下 的 总 和 使 之 成 为 ms 和 pos 的 线性 组 售 . 
从 此 导出 ， 


(2.20) 


radios eJ] pam F(i 5 uF +4I) pista 


+f gat gust Ef) hel, 
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Bb e P thot (n 35) (Atuf ti) 
Bupuc °F papa (w+ f) fri 
+2( h+uf+sf) F pis pes 
(ruf P) PR), 
pte | gioen (ne f) fes 
2f (a H) popat Qi fk], 
Buds 6*7 | papa -f[ A+ (ut f) (n ++f)| Pas pas 
+(M+m f+ AP) fost 
如 果 令 
ee ee ee (2.21) 


并 同样 定义 对 应 的 表示 I, 我 们 便 获得 
Tae], (2.22) 
定理 ”由 从 .21 定义 的 工 对 于 曲线 的 非 奇异 仿 射 变换 和 和 参数 
的 线性 变换 分 别 是 权 为 2 和 10 的 相对 仿 射 不 变量 、 
在 下 一 节 我 们 还 要 从 另 一 方面 证 明 这 个 定理 . 


2.3 章 点 和 损 点 及 其 有 关 的 三 个 相对 仿 射 不 变量 


我 们 所 讨论 的 有 理 砷 线 2.1) 确实 是 五 次 代数 曲线 一 一 这 一 
事实 , 是 可 按 适 当 的 次 换 (2.1 和 (3,12) 把 曲线 的 参数 表示 化 为 
较 篇 单 的 形式 后 加 以 证 明 的 ， 

实际 上 , 我 们 选取 仿 射 变换 
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一 2b; 2a; 

出 一 一 一 -一 -化 小 一 一 人 十 
Das od Das s e 

- 120 

yp Yt” 


( 式 中 名 是 适当 地 选 好 的 常数 ) 和 参数 变换 
i=i— 20, 
Par 


便 可 算出 变换 后 的 参数 表示 : 

T= —#3, y= gt +E + bt? + att +h, (2.33) 

这 里 , 各 系数 的 具体 表示 当然 可 以 通过 实际 的 运算 来 求 , 但 是 如 下 

面 所 示 , 其 中 只 有 e, 8 fig 是 在 讨论 奇 点 和 措 点 时 用 到 的 , 而 且 

通过 上 述 的 py 和 pa 之 间 的 关系 就 能 简单 得 出 它们 的 ， 因 为 , 这 
时 

J = —— e=1, f= — BS, 


Pas 
Dis = 2g, pas— —126, Pas = — 240, 
Pas EE et 48a, 其 他 pu pt 0. 


所 以 我 们 得 到 
a—B( 4— ze), (2.24) 
p= mn - n Pac (Ba )’ | (2.25) 
~~120[ 22 (2a) 4 1o (Br) 1 (22) 


. (2.26) 
从 (人 2.23) WF, 就 获得 五 次 有 理 曲 线 的 隐 函 数 方 程 ; 
Flw, y) = (yts ov) tv —5z4-g)*--0, (2.27) 
这 里 方便 上 , Bm, y SE, y. 
现在 已 经 没有 什么 困难 地 求 出 实 奇 点 的 个 数 和 坐标 了 ， 在 具 
体 的 计算 过 程 中 ,我 们 要 按照 9<0, 9>0 或 g=0 区 分 为 三 大 类 ， 
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而 且 在 各 大 类 中 还 要 按照 了 的 正 、 负 或 0 而 区 分 为 若干 细 类 ， 把 
计算 的 结果 列表 如 下 : 


I t>-2V¢ 


Il. b24 g (er Ys) €= AL 
LM, b20 (9 
IH (b, ab?—ac) 


Ill. b«0 


(0, 0) 


PUE 


e=- (b+ e 1g), 


Y= (abc) —ag, (e= X1). 
上 述 的 三 个 量 a, 8 和 g 不 但 出 现 于 奇 点 的 决定 , 而 且 还 出 珊 
于 拐点 的 方程 之 中 、 实 际 上 , 曲线 (2.28) 的 拐点 次 定 于 


m 
P4 ab +t o£ o, (2.28) 
4 
如 所 知 , 对 方程 (2.28) — 归结 为 对 方 各 
(AX) = (43 — G) (4 十 BA 一 4 了 3) 
的 求 根 , RAS ~ 和 一 子 B， 归 结 为 对 标准 方程 
+ort+g¢g=0 (2.30) 


的 求 根 , 式 中 


oe 
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4 ns 
-(e 3) 
(2.81) 
a= - (864-5 G4 B). 
从 此 作 判 别 式 ， 
D= (15)* (4p? + 279%), (2.32) 
经 过 整理 , 445) D Bie, 6 和 49 骨 达 的 最 后 形式 ， 
D- =g( 24097 + —— wa a*g— ze =bg + 2 gab 
q 482 pa T68 iga 
HE p b ). (2.33) 


如 果 把 a, b, g 的 表示 (2.24), (2.25), (2.26) 代 进 (2.33), 
我 们 就 有 : 


D o( 22, Pis pos jy n). (2.34) 


Fas Pas Pas 
这 样 , 我 们 得 到 
定理 ”要 使 五 次 有 理 曲 线 上 出 现 最 小 个 数 的 实 扮 点 ， 就 必须 
选取 判别 式 DSO 的 曲线 . 
实际 上 , 方程 他. 30) 的 根 是 实 还 是 虚 的 判别 如 下 : 
1. 当 D>0 时 ,有 一 实 根 利 两 虚 根 ; 
4 D=0 fj, BASH SR; 
3. . 当 了 <0 时 ， 有 三 不 同 的 实 根 . 
如 果 我 们 对 五 次 有 理 曲 线 (2. 先 施行 变换 2.11) 和 (2.12) 
使 之 变 为 由 (2.13) 表示 的 曲线 , 然后 再 施行 本 节 最 初 选 取 的 变换 


"48 (2.18) REABW (2.23) HTH, 那么 ,后 者 之 中 的 各 有 关系 数 


a, b, g 与 原先 的 对 应 系数 a, b, 9 之 间 究 竟 有 什么 关系 呢 ? 
从 (2.24) ~ (2.26) 和 其 对 应 量 &, b, 9 的 类 似 表 示 出 发 , 参考 
到 (2.18) 和 (2.20), 我 们 容易 检 证 ; 


- 1 "CN 
"T b= b, 9—37. (2.35) 
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这 就 表明 了 , a, 5, g, Kini D BAA HABE, 
实际 上 ， 


pi 2:2 pus Pas y Mes -ap pa, Pis pu A, 
Ge Das” Pw 2 ° (2 Pas Pan” as” 2! 
(2.86) 


最 后 , 还 须 指 出 : 从 (人 2.35) 容 易 证 明 (2.22)， 央 为 ,经 过 计算 
BLA HE (2.21) 的 工 表 成 ， 


I =z pls (b2 209), (2.37) 


FE FLFR (2.20) a (2.85) sr BNE HY (2.22), 


$3 闫 次 有 理 整 曲线 的 几 个 相对 仿 射 不 变量 


设 % 次 有 理 整 曲线 
am rz 
(8.1) 
y= PEE 
满足 及 个 条 件 
Pr,sn=0 (r=n—h, n—À-1, wey n—1), 
3.2 
Darn FO, ( ) 
JH O<A<n-30, MWE 
Di, 4 = 0:5; — aj; G< A 4, $-1, 2, ert, n), (3.3) 


F (3.2) BE, (3.0 Ma A+) 项 的 系数 成 比例 ， 
我 们 要 证 明 , 这 种 有 理 整 曲 线 具 有 2n— h — 4 PHAR 
量 ( 苏 步 青 [5]，I1977) . 


© 当 jh=% 一 2 时， 曲线 可 表 为 v-2 ont 的 形式 ， BABOS 加 一 和。 


EE. 


oer 


83] » DER ES BO ER) LP EDS CT AL SE dE 


AREE 12D ELE 


201 


LET TI E ICMOE 经 过 wy- 平面 的 仿 射 变换 ( 式 中 Ts 


ad — By #0) 
neq ea 


y yo y 4-7, 
和 参数 的 线性 变换 

t=ct +f (e#0), 
BAA [3E SX HTB, HUI 


这 里 我 们 已 令 中 
mot SE Const Bb, f", 


nzi j 
b,-c à d (yang - 901.) F 


从 此 容易 算出 Be p= ab, ay, 


= n-í n—j 1 
niti MOT CE . fü 
$y,7—€ 7 名 名 PII Dust, west 


G<4; 4, j—1, 2, =, n), 
特别 是 , 我 们 有 
pa OT 2 io tana 
因此 , 当 wsi<n 一 工时 ,我 们 得 到 
a—h<kt+i<n—1, 


{ [73 Rt 6, 
Pa-r-r a = £027 p, 4 34, 4550, 


DM 当 j-08,(3. D RAMA ILL € RI m. 


(3.4) 


(3.5) 


(3.6) 


(8.7) 


(3.8) 


(3.9) 
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RREH, 我 们 所 讨论 的 是 具有 内 在 仿 射 不 变性 质 的 有 理 整 曲线 ， 
为 了 后 文 的 需要 , 我 们 从 (3.8) 还 导出 一 个 重要 的 等 式 


Pn nan SMa n f). (3.10) 


Ds-h—1, 8 € NDa-h—i.n 
另外 , Ed —EK ER G.2) B XR 
4470, (r«s; 7, s=n—h, n—-A+1, ++, n—1), (8.10 
现在 , 我 们 转 到 有 理 整 曲线 (3.1) 的 拐点 的 研究 ， 用 '," 分 别 
表示 关于 参数 2 的 一 阶 、 二 阶 导数 ， 便 可 把 拐点 的 方程 zy "yl 
=0 写成 


" 


S 1 His 
AAG VILC ET 


Zn—A-4 


2 d ot-0, : (8.12) 


或 


起 中 已 置 
9x £1 之 TE 
(k=O, 1, ---, 2n—À — 4), (3.18) 
之 中 4 的 取信 范围 是 max (1, £+8—n) <i<min(n, k+2), 
我 们 在 (3.12) 的 推导 中 应 用 了 《8.9) 和 (38.11), 而且 得 出 曲线 
(3.1) 一 般 具有 (2n— h—4) 个 拐点 这 一 事实 ， 这 从 下 一 节 也 可 看 
H. 


3.2 伴随 变换 T* 和 相对 仿 射 不 变量 
有 理 整 曲线 有 有 这样 一 个 特点 ， 就 基 当 它 受 到 某 一 变换 ZT* 时 
《我 们 称 之 为 伴随 变换 ), 它 的 参数 方程 大 大 简化 了 ， 这 里 , THE 
示 方程 如 下 ， 
PON (n—h—-1) by y (n—Ah-—1)!a, = 
gt es th De age 
f»—^-1, a Pr-a-2, E] (3 14) 


EE *. 
y b, yu; 


E 


D 
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ft p+ Poa (3.15) 
Ds-1-is 
这 里, 我 们 有 


| Pn—h—i,n T 
rix eue 

曲线 的 参数 方程 人 3.1) 经 过 其 伴随 变换 T 而 变 为 下 列 的 特有 
形式 


(8.16) 


- _ ;*a-h—1 1 * #a—h— EN * 

g =} + (2) + mh e a3 we ba, 
r 1 (3.17) 

yah + Go 5e n, 
式 中 , OERD, 而 且 
a= i (n- - 1)! Doa Pathe [— Pra-h--2, ay 
Et Da--h-i,n Pah- n 

e 2, +, n —h—3), (8.18) 


"2 dodi bis; Da-h—2,5 t ER TN 7 m 
e e d by ( a) (j71, 2, DL i) (3.19) 


OTL, 4 5,1) 9, 
必须 补充 地 指出 , (3.17) 右边 的 特点 在 于 :， (四 各 式 最 高 次 项 
的 系数 分 别 是 1 和 PE (2) 8—5& B (—Ah —2) X WB T. 这 
RH (3.10) HAR, 全 于 各 式 都 不 包含 常数 项 , 则 是 由 于 《3 .14) 
HO, nt 适当 选取 的 结果 . 
SM (3.18) 81(3.19) 得 出 


外” 当 an-n-s 二 0 是 , 我 们 可 再 作 仿 射 变 换 和 参数 变换 , 使 (3.17) 保持 同样 的 形 
式 , 但 变换 后 的 对 应 系数 da-s 则 等 于 士 1。 此 时 ,其余 系数 就 是 曲线 的 全 系 的 仿 射 不 
变量 。 反 之 ， 当 arrat 时 ,可 把 另 一 个 菏 数 化 为 土 1， 而 同样 得 出 全 系 的 仿 射 不 变 
B. 
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" 气 大 1 i On Dn——-1, Li 


(7 ec) (3.20) 
Pa-ħ--1, n 

G=1, 2, ^, n=Ä=3; jd j=l, 2, - 9), 
TER p, 组 成 gr 的 方式 (3.13) 作 出 pi. 所 对 应 的 量 


Ò Puti, nOtes— Diei ners) 


E 


* 二 1 * 
gen Hl PIT TI je (8.21) 
(O<k<2n—h—4), i 
i 的 取 值 范围 同 (8.13) 式 一 样 。 因 为 拐点 的 方程 (3.12) 对 于 伴随 
变换 7" 是 协 变 的 ,所 以 变换 后 的 方程 采取 新 的 形式 


28— iri i 
Xr 
AK (3.21) Al nz 3 F HB 


go pis FOO, 


yt * —0, (3.22) 


A 
Gx 5 (r1, 2, =, In-h~4), (3.23) 
0 
拐点 的 方程 就 变 为 
| LM Gara, (8.24) 


RANK (3.24) A th ETT PE (8.10) ZU THRANE, 

这 样 获 得 的 一 系列 的 量 Gr, 就 是 所 讨论 的 有 理 整 曲线 的 相对 
iB A AE © | 

为 了 出 明 这 个 事实 , RHEAN Hl EAT SER (3 4) 1 (3.0), 


D ”pio 下 0 是 个 假定 。 反之, WME ph=0, 从 后 文 (3.31) 得 知 9]... 是 非 呈 的 常 
数 , ABZ RAR gr(r m1, 2, -, 2n—h —5) 以 代替 (3.23) 的 G(r—1, 2, =, 2n— 
h—4) AUTER CHE TIE 0079 2n —5. 

© xPXmQ. DUET 从 这 些 G, 一 般 可 导出 2a--h —5 个 内 在 仿 射 不 变量 ， 
BU; H.—G, (GI) (5-2, 3, ++, 2n— h--4), 
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{ET EM (8.1) 变 为 人 3.6), 然 后 作出 册 线 在 方程 他 .6) 之 下 的 物 
点 方程 


2n—A—4 1 A reg 
1+ 3) >=, (8.25) 
式 中 
Fe P Pn—r—2,n 
A ee (3.26) 
我 们 容易 证 明 
G=cG, (r=1, 2, =, 2n—A—4), (3.27) 
实际 上 , JA (3.55, (3.10) Fl 3.26) Bi 
,Fs 1 + 
P-—P, (8.28) 


把 最 后 关系 式 代 入 (3.25), 并 比较 这 样 导出 的 方程 和 (3.24), 便 立 
即 导致 (3.27). 

关于 (an 一 一 沁 个 不 变量 GV 我 们 必须 指出 , 4A BRR K 
4 一 当时 , 曲线 的 拐点 个 数 为 % 一 1，。 这 时 G3.17) 第 一 式 右 边 仅 留 下 
HU BIZ, 所 以 B=0, 从 而 Gs 三 0， 特 别 是 , 当 w=3 i, k=O, 
于 是 三 次 参数 曲线 只 有 一 个 非 零 的 相对 仿 射 不 变量 (参见 第 三 
章 ). 

另 一 方面 ， 当 为 取 最 小 值 0 时， 曲线 的 拐点 个 数 达 到 最 大 值 
2n —4, 但 是 它 的 相对 仿 射 不 变量 中 ， 必 有 一 个 便 为 零 ， 这 症 因 
为 , 从 (3.17) 作 拐点 方程 


di" at? dtt di? : 


其 左边 关于 Ue? 的 系数 是 
h(n—h—1) bra 
(n—-2)01 "^? 
于 是 当 有 =0 时 它 消失 了 : 
Ga, 20, (8.80) 
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AUTRES BRE 0<h<n—3 的 情况 .首先 , 从 (3.29) 得 到 
Jèn- =h (n= 1) aht) ba. 
X. (3.21) 8 CER M, (3 17) EL 


_ (8-1) (n—h—-1) (2n—5—4)1 
EI : (8.81) 


»* 
g 2n—h—4 


它 是 非 零 的 常数 . 
当然 , 我 们 由 (3.28) 可 导出 (2% 一 一 名 个 相对 仿 射 不 变量 
其 中 Ba。_x-s 关 0， 但 脖 这 些 不 变量 之 冯 可 能 存在 着 函数 关系 ， 例 
WHE n=5, 有 一 工 的 情况 下 ,就 有 这 样 的 一 个 关系 . 因为 , 这 时 我 
们 从 (8.1) 可 以 求 出 
go= aiba gi=ab3— 60}, 


g= 0455-63, g5— ai, gi—-12bi, g3=30, 


从 此 导出 1296 = 95 (gags — 1292), 
或 改写 成 
3 = 56, (BGG — 20,8.) . (3.32) 
可 是 这 种 关系 有 时 就 不 一 定 会 存在 . 例如 在 n=7, h=2 H 
情况 下 , 作者 算出 


go =b — arb}, gi — aibi, 
g5— anb5 + aibi — 24d}, 

92 — a5b3-1- ab; — 4852, 
gi = 8a3b7 + atbs — 480%, 
ga Aa2bs +a, 
go=5(24b3— a). 

93 —336b$, gf = 672, 

RN, 4(3.32)-BWKRAGE, RRB, (RAT 
G.(r=1, 2, --, 8)， 除 了 参数 位 移 (om 1) 利 仿 射 变换 以 外 ， 可 以 
决定 著 干 根 七 次 有 理 整 曲线 = 2) 使 这 些 Gi 是 它 的 八 个 相对 仿 
SHARE 
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综合 起 来 , 我 们 得 到 
ER NBR B.2) H nC 3) KAM BR, DAA (Qn 
—h-D) t 98 SURG] AP CES E h—0 3x n —3 
时 , 其 中 必 有 一 个 恒 为 零 , 而且 当 0<h<n 一 3 时 , 这 些 不 变量 之 间 
还 可 能 存在 函数 关系 . 


3.3 5 例 
为 了 便于 应 用 , 我 们 除了 对 n=3 时 已 经 在 第 三 章 作出 不 变量 
的 具体 表示 以 外 , 在 这 里 还 村 列举 四 次 和 五 次 有 理 整 曲线 《其 中 
h — 05 的 相对 仿 射 不 变量 的 表示 . 
1. n=4 


4 和 = roe 对 应 的 方程 (8.17) 是 


g' = t+ (+) -- ai^, 
* 1 * 1 ex. LIT ton 3.88 
f ET i 3i bs + - bx + bit’, ( ) 
AIP 
#3 o PLA _ ja 
lá 3( Put M) 
于 一 by — bey, bs paly 
b, bs 2 b, * 
; bs cbe los (8.84) 
peat 293 LE 
| LEE RES Rad wi 
«_ 53 _ 
[M 5 
从 此 得 出 
a153 一 ~ 65] 
He al ^C 
| G L9 607 
45 mb (3.35) 
LN 
[m 
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n=5 


= Dum 对 应 的 方程 人 38.17) 是 


> N 


a! eh) +L alt? + alt, 


(8.86) 
ados T gun d pa d serene 
y = 81 A 1 4T n 8t 3 2 2 1v 5 


[ «t - (232 -gP»t pp), 


24,5 pes 


I _ 8105s = Baz = 3655 
Gi BB abr 57 FO — aibi 
 ajirabi-i18 o 
GT Ee 6,-0, (3.38) 
Gs = 2a5bi i-a; — 36b; Ge= 90 


ape —E* Ee 
43105 — xb; a5; — abi 


+ 
` 
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RUIT UICE SC m Dr pr fe] HL dE E XX AE ev (p 1, 
2, 0, m) poi d SC t H n X TARE th Be, EDGE BE RE M 
R. 特别 是 ， 在 平面 场合 (m — 2), 我 们 如 到 m=3 或 5, 就 得 到 第 
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三 章 记 述 的 三 次 参数 曲线 或 本 章 52 讨论 的 五 次 参数 曲线 . 

我 们 将 证 明 下 列 

ER mais no m>2)KSRHR- RAF ma- 
m) 一 2 ^- Vy TE DEN AER GF, 忻 元 龙 ，1980) . 

证 明 REX, 0, 的 方程 是 


(E) a- aut! (n> mz»), 
t=} 
式 中 c= (25), d, = (a5) p-1, 2, Us, Mi 4-0, 出 US 


作 汛 拐点 方程 
dæ Pa  d"x 


(P) f(Omdet £7 SF Se} 0, 
HS [SPREAD SEE |, 
USt in ahi bm Sn, 
i fO BIS t 的 多 项 式 
FO = Ao-- Ast -- Ni lA, 
容易 知道 N=m(n—m), 
LA Bo Famam» mn 
Pn—m+1, n-mt2, 8 
并 作出 Fi =f@'—R), 


RANE Hi BP) S 
qG» 3i gr-o 
Ub ERE gi =f (— R) +0, es 我 们 得 到 
1+ 3i Gzi'*—0, 
其 中 -4 (k=1, 2, = N), 
下 耐 我 们 将 证 明 : 
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g= alNi 
Ss 


cm LL 95 $99 


我 们 最 终 的 目的 是 证 明 ， 在 GIAO 的 假定 下 ， 
1=G3/ (GY)", r=2, , N-2, N 
就 是 所 求 的 N — 2 4- Vui GHROT RH. 
为 此 , BRAT EIA Se ATES NEB A 


By = Fi Orato - Oro, r=1, 2, ++, m, 


其 中 Jdetja,| +0, 
与 此 同时 , 考察 参数 上 的 一 般 线 性 变换 T. 

t=ct +f  (ex0), 

HHA O, 的 参数 方程 (如) Ee jc Sa MAR 

(Œ) z-$ law 
进行 简单 计算 , 便 有 : 
4,7 aum (i — S aay S + Dosar, 

4-0, 1,- "s n, 
r=], s,m, 


下 文中 , 我 们 仅 需 要 计算 940 时 的 au, 因此 作 如 下 的 规定 ， 
4, j, t=1, 2, =, m, 


p, r, s=1, 2, 
令 Aum Satay G— x —— 3 Oa fi > 
我 们 就 有 : d, =o > ar Ás;, 


JUR FI re) 和 (4s) 分 别 表示 m x m 58 Be ft m Xv BENE, 那 来 
(ar) — e! (ays) (Asi), 
左边 表示 mxn ERF, 
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从 定义 和 上 列 关 系 可 以 看 出 

Pa sas mO Pes, (j= $$). 
式 中 , 如 司 2… 的 定义 一 样 ， 
Py, Joon ju = det| Ae, As, e As sn. 

我 们 特别 地 算出 Pamti o min sn PI Pnom amta osm 

从 Ass 的 定义 得 出 

As n= Gon; 

As n-1™ Ga, 0-1+ Oa n f, 

Ag, n-a = de, n-2 F aa, af + 3 Gs o f, 


Pe eee eee eee eS Pere ere reer ere rer ery 


Aes, n-m42 ™ Ge, nm+a Ge, s-maf -l- 5 m 2)1 Us at” , 
1 
Ay, n—m41™ de, noii ds nmin f H tzar aes 
1 
Ag n-m 77 Us n-m s m-ni iin P m] Gs aJ”. 


因此 ， 
Pamti, n—m3, eh 7 eJ PS mit, n-nm2, 85 


Pam, Nn cP te Se [Pym n—m2, ^9 
Tf Ponit, 5—m-2,.., al " 


其 中 p= 4m (2n—m-+1), 
我 们 记 Bm om 


Pama -MEZ p A 
和 对 应 的 R, 便 可 改写 上 列 关系 为 
R-L(R+S). 
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REL Ht+ RH tHE AREL T= +B Xi 


的 归 范 参数 , 那 林 上 列 关 系 给 出 
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f= ip 
ec 


RR Av-1/4s= R, BR, FE C RRB AN 
各 


"pis 2* 20 Q9) RICE, 便 获 得 
Gr-eGt (r-1,2, +, N), 

从 而 得 出 内 在 的 仿 射 不 变量 1, GP / GD", Kn r-2, 8,…, N, 

为 了 这 个 目的 , RIRE Psnens-mes ss 和 和 其 由 下 而 上 的 1 
阶 、2 阶 …、《m 一 ]) 阶 小 主 对 角 线 行列 式 都 不 等 于 0、 这 时 , 存在 
唯一 的 仿 射 变换 ( 归 范 变换 ) 

A*: >，detj4*| 40 
和 归 范 参数 变换 
I": ¢=t'—R, 

4519 CE) EA EH BARA 
none 1 


* *t 
Tub 
fa dy 5€ 


(E*) a= 
其 中 Ap n- mp7 (n— m-- p) !, al, n-m=0, 
p=], 2, my m, 
REK, IR RTP) 变 为 


da” dat dma" | _ 
Gm an pr Gee 70 
或 者 展开 为 前 而 的 形式 
$1 guo 
P er =U, 


剩 下 的 问题 是 算出 两 系数 gr Al gs 
现在 , 把 《2"*) 的 左边 行列 式 的 m2 个 列 象 征 性 地 表示 为 下 图 ， 


$4) VERUS or s a A OS TF D BS PEE 


13i Fi m—) 列 
evens oec Oe oeo 
E We MUSS 
e * 2 à a à à 6 » à 4 5 Q OOO " OQOOO 
wy thee eae o UU Fn C OOO + OOOOO 
c O- e GOO. e »-OOOC0GO 
| O«e + OOO * *“QOO0CO000 
$ m Fj 


of @ ee 
see ve 


< OOOO» = -0002% 

` ese »2 © OO0G 

oe Je + * QOOQO 

* :5888 ** 000000 

Bld, 48 — XL Ud Ab TE RAA ERER 1" ROM eR 

式 ， 各 项 的 次 数 从 右 到 左 递 降 为 0 次 ， 在 顶 上 的 各 串 中 都 有 一 个 
实心 小 圆 ， 它 处 于 各 串 来 尾 第 二 个 位 置 ， 表 示 一 个 缺 项 { 因 为 
Ginm=0), RIA m 列 为 例 来 说 , Bm PRA 的 各 项 ,六 的 
次 数 从 右 到 左 分 别 是 % 一 mw, n—m—1, +, 0, 而 且 在 这 列 里 处 在 
同一 条 铅 明 线 上 的 各 项 痢 有 同一 次 数 ， 比 方 说 ， 从 右 侧 数 起 处 在 
第 jm 条 铝 直 线 上 的 各 项 都 是 nw 一 加 一 向 十 次， 这 里 , 加 二 1,，% 
y 或 四 ， 这 条 铝 直 线 只 有 从 下 到 上 的 各个 项 不 是 0, HR m- 
知 全 项 都 是 缺 项 。 顶 上 的 项 是 


m" (n— Jn-F1)I pamiti 
mia (n— m-— jat L)! ? 


当知 WAU PR 1, 2, …, m Bj, MAES HERS — 7T AmA h 
圆 图 为 等 边 的 等 大 三 角形 , Mara, 

这 个 举例 完全 适用 于 任何 一 列 ， 就 是 说 , 对 于 第 尺 列 来 说 , 考 
察 它 从 右 侧 向 左 数 到 第 ji 条 名 直线 上 的 各 非 零 项 ,其 顶 上 的 项 是 


eh Pe quens =1, die 
GT 


Tn 
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必须 指出 , 如果 ju =j TE ake, WK, 这 两 排 在 同一 行 上 的 丙 
对 应 项 成 比例 , 于 是 以 这 两 排 (包括 各 排 上 方 的 零 项 在 内 ) 和 其 他 
m — 2 HEB BAL BY ATF RE HO, 
现在 , STD Xd AMIR gy BA -六 gh T. 


实际 上 , BM RMR N 出 现 , 势必 要 从 每 一 个 有 关 的 
等 腊 三 角形 ( 见 前 图 ) 挑选 那 条 铅 直线 , MAM hv 必须 是 jah 
Sv. BH (jo jas s Gm) BAL CL, 2, +, m) 的 一 个 排列 ， 我 们 
按照 置换 


( ja ja & Jm- jm ) 
m-El—341 mtl—-jy - m+i— jmi M+1—jn 
FEM RAM (s ja cs jm) HR 十 1 或 —1. RRR, 从 上 
BAY m HR BE I m BY 43 9 SAT 

OCF, Jay y, jEr Lan Tim dme 


XA pt) =m m) =N 
得 知 最 高 次 项 是 5. 


Bolja jap s jo) TauTa Toa, 


(js a, Ste jm) N G, 2, ar) m), 
因此 ， 


E Rod gy 07401) 1 (8— jot 1) be (0 — fat)! 
Ax Ze(ju ju i d$ Stn rino m— ja DI 


Chay Ja, yz Jm) = qd, 2, Ut m). 


我 们 容易 导出 4 的 行列 式 表示 ， 
(n—~m+1)! (n—m-1! .. (n—mJ-DI 
(n-m)! (m—m—1)! (n—2m--1)! 
(n—m--2)) (n—m-2)! . (»n—m-42) 


Duo. (n—m-4-1)! (n— m)! (n—2m--2)1 |. 


n! ni TM 
—1)1 -Dl "7" (»-m)I 


84) BE fs HF 22 [8] d a ER PLI Un Sg T E o 281 
用 直接 运算 或 归纳 法 可 证 
Dye = Tm 


(n— T y 
这 样 , 我 们 获得 


其 次 , 我 们 转 到 高 次 项 BO 的 计算 . ARB B-O, 也 即 
gy-1—0, 

为 阐明 这 个 事实 ， 只 要 看 一 看 这 次 高 次 项 是 怎样 形成 的 .从 
以 上 求 4 的 过 程 中 明显 地 看 出 , 在 那些 j Jo, n. Ja PAA 
个 相等 ， 如 果 它 们 都 小 于 m, 如 前 记述， 所 拼 成 的 行列 式 一 定 是 
0, WÈ j,—m, 那 末 用 以 代替 第 列 第 mw 馈 直 线 的 就 是 它 的 左 邻 
WHR, 但 是 后 一 铝 直 线 的 顶 上 项 是 缺 项 ,， 即 前 图 中 的 实心 小 六 . 
这 项 和 其 全 对 应 于 Ja 除外 的 m —1 MRR, 当然 等 于 0， 这 样 , 证 


Wy B=0, 
最 后 , 我 们 指出 求 不 变量 的 捷径 . 
dx aa zs 
设 fO =det | 页 a 


FW) =f('—R). 
WA, TE F(0) +0 之 下 , 方程 


roO- =0 


N 
恰恰 重合 1+ 六 Gr” 一 0. 
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